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Introduccion

Desde principios del siglo pasado se propuso una generalizacion de la funcién exponencial nat-
ural; una deformaciéon de la misma. Con el desarrollo de la estadistica de Tsallis, a partir de
la generalizacion del concepto de entropia dada en 1998, en la década de los noventa se hace
teoria sobre funciones exponenciales y logaritmicas deformadas. Sélo a partir del presente siglo,
se plantean investigaciones donde se hacen desarrollos teéricos y aplicaciones de dichas funciones.

En estas notas que constituyen las memorias del curso préctica investigativa II, se muestra parte
del potencial investigativo subyacente en la consideracion de dichas funciones. Precisamente,
se presentan las funciones, sus propiedades, algunas aplicaciones en teoria matemética y en
diferentes contextos como en fisica o ciencias sociales.



Introduccién



Capitulo 1

Funciones g-exponenciales y
g-logaritmicas

En esta seccién vamos a presentar algunas propiedades de las funciones g-logaritmo y g-exponencial
restringidas a un dominio real. La expansion analitica a un dominio complejo serd abordada en
la seccion 4. Algunas propiedades aqui presentadas (y otras que no incluimos) pueden ser encon-
tradas en 67, 68 y 69. Consideremos una ecuacién ordinaria lineal de primer orden no homogénea

Y+ pla)y = r(a) (L1)

Multiplicando la ecuacion por el factor de integracion eXp-] P(@)dr egta se transforma en una
ecuacién diferencial exacta, en su bien conocida solucién general dada por:

Y (x) = Cexp™ /PO 4 exp~ [ Pl@)ds / r(w) expl PO dg (1.2)

Un caso particular p = —1, r = 0 y 3/ = y, teniendo como soluciéon una funcion exponencial. La
invariancia de la derivacién es una de las propiedades mas significativas de la exponencial y hace
una de las mas bellas funciones analiticas. Algunas ecuaciones no lineales pueden ser reducidas
a una forma lineal, [Tl Es llamada ecuacion de Bernoulli en homenaje a Jakob Bernoulli (1654-
1705).

V' +p(x)y = g(a)y? (1.3)

Cuyo método de solucion fue encontrado por leibnitz(1646-1716) en 1696. Un cambio de variable
u(z) = [y(z)]' 9 se reduce a la forma lineal

u' 4 (1= g)p(z)u = (1 - q)g(z) (1.4)

Y, por tanto una segunda solucién general:
(@) = Cexp= I PO (1 _ gy exp pa)ie / g() expl=0) [ p@)iz gy (1.5)

Siendo C' una constante de integracion. El caso particular p = 0, g = 1 corresponde a y' = y9, la
solucién

y=[C+(1—g)a]™ (1.6)

Impone una condicion de contorno y(0) = 1, es decir que el valor de la funcion y(z) coincida con
un valor de la exponencial en x = 0(equivalente a considerar Y (z) como una funcion distribucion
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4 CAPITULO 1. FUNCIONES Q-EXPONENCIALES Y Q-LOGARITMICAS

inversa acumulada de probabilidad), obtenemos la g-exponencial y(x) =1+ [(1 — q):n]ﬁ (ver
eq[l9). Esta debe haber sido un de las primeras apariciones (aunque sea indirectamente) de
la funcion g-exponencial. Otro presagio de g-exponencial (particularmente exp, 1) y una propia
definicién del numero e, simbolo en homenaje a Euler (1707-1783)

e = lim <1+%)n,n€Z. (1.7)

Recientemente esta expresion se generalizo en |74] a fin de obtener la g-exponencial utilizando
el g-algebra.

1.1. Definiciones y comportamiento general

El g-deformado que estamos tratando estan definidas por !

In,z = e (x € R+,9 € R). (1.8)
L+ (1—qz]a, si  [L+(1—q)]>0,
exp,(7) = e = eq(x) = 0 s 14+ (1— )] <0 (x,g € R) (1.9)

Muchas veces un funcién g-exponencial es escrita de una forma mas compacta como

1

[1+(1—q)a]y” (1.10)

Siendo [A]+ = maxA,0. Una primera observacion es que las funciones tradicionales Inx y e®
(que con esta generalizacion pueden ser denotadas por Inj y ef, o exp{ o también e;(z)) son
casos particulares de las funciones g-deformadas:

1 = lim 1 = lim 1 1.11
ma= lim ngz= lim In;z (1.11)
exp; T = qg?}ro exp, T = qgllllo exp, T (1.12)

También es inmediato verificar que una es la inversa de la otra:

Ing(exp, z) = exp,(Ing =) = =. (1.13)

Incluso

In,1=0, exp,0=1. (1.14)

'Las notaciones exp,(z), ef y eq(x) aparecen en la literatura. Se mantendrd un patron dentro de una misma
seccién o capitulo, pero no sera un tnico patron para toda la tesis.
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Una g-exponencial trae en su definicién un corte para ¢ < 1, siempre que = < ﬁ (soporte

compacto). Este corte garantiza que su imagen sea real. En términos fisicos, un corte garantiza
que una probabilidad de ocupacién de estados sea una funcién decreciente de energia: una prob-

abilidad de un estado de energia E es proporcional a equ(—ﬁqE). Siqg= %, si no hubiese un

corte, la probabilidad seria creciente para E, para E > ﬁ, lo que es fisicamente inacept-
q

able. Alem disso, si no se cortan las probabilidades seria numeros imaginarios siempre que sea
. 1 e 1 . 1
n ncia = ni siquier ra B > ~—=. Par 1, ex iver nr=- ———
una potencia =g ni siquiera para £ > =qp, Para ¢ > 1, exp x diverge con z =R
permanece divergente para x > ﬁ. También, exp, x es una funcién monétona creciente entre

—00y (qil) para ¢ > 1, y entre ﬁ y oo para q < 1. La figura [Tl ilustra el comportamiento

de exp, = para algunos valores tipicos de g.

En rigor no seria necesario ilustrar una funcion g-logaritmo, pues esta es la funcién inversa
de la g-exponencial. Ponemos la figura por claridad y exhaustividad. In, z es una funcién
monoétona creciente para x > 0, Vg, y, para ¢ > 1, In, x se aproxima asintéticamente de ﬁ.
Notemos que, para ¢ = 0, estas funciones son lineales (Ingx = = — 1;expy = = + 1). La Tabla
[L.1] presenta una manera alternativa (en relacion a la figura [[LI]) de ilustrar el comportamiento
de la funcién g-exponencial. Esta considera valores positivos de la variable independiente x, y
muestra separadamente los casos de crecimiento y decrecimiento.

5 L] I L] I L] I L]
" q=2/
L | -
| /q=1
I
s | | 2
o q=9
Q I
o |
L 4 7]
q—>ce > q=-1
|
1 ;
& |
e > o0 |
.O 1 1 ] 1
-2 -1 0 | 2
X
Figura 1.1: Funcién g-exponencial para valores tipicos de q. La linea punteada vertical indica
. _ 1 _
una asintota en z = -1 bara g = 2.
exp,lax) qg>=>1 qg=1
=10
a =0 Mondtona creciente Mondtona creclente
con divergencia en 1/[a(g — 1)] sin divergencia,
a =10 Mondtona decreciente Mondtona decreciente
sin corte con corte en 1/[lal(l — q)]
Tabla 2.1: Comportamisnto dela funcion  g-exponencial
Consideremos una situacion mas frecuente, y(z) = Aexp,(—fF,x), con x > 0, 8, > 0 (a = —f,

1
en la Tabla [[1). Es ¢ > 1 Un comportamiento asintotico ~ A[(q — 1)5x] -9
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Figura 1.2: Funcién g-logaritmo para valores tipicos de q. La linea punteada horizontal indica
una asintota en x = ( para q = 2.

q-1)

Es descomposicion es un tipo de ley de potencia, uno de los rasgos mas llamativos de la q-
exponencial, En contraste con un decaimiento exponencial. La fig [[3lilustra este caso en un gra-
fico de log-log, indicando como identificar visualmente los pardametros A, 3, y ¢. Otra manera de
identificar visualmente una g-exponencial es a través de un grafico en escala semi-g-logaritmica,
que es una generalizacion de un grafico semi-logaritmico(abscisa lineal, ordenada logaritmica).
Una funcién g-exponencial aparece como una linea recta en el grafico semi-g-log, desde que el
valor de ¢ sea el correcto. La fig [[4] ilustra la misma funcion de la fig L3(y(z) en la fig [L3]
corresponde a z en la fig [[L4]). Cuando el valor de ¢ en el grafico semi-g-log es menor que el valor
correcto"de datos (en este caso, los valores son representados por Aexp,(—/3,z), con los mismos
parametros de la fig [[13] es decir, un valor correcto de ¢ en este ejemplo es 1.5), la curva aparece
con una curvatura positiva; inversamente, cuando ¢ > 1.5, la curvatura es negativa. Asi que es
posible identificar el valor de ¢ (aquel que linealiza la curva). La interseccion de la curva con
el eje x = 0 ocurre en y(0) = In,; A(si A = 1, ocurre en y(0) = 0). Un valor de §; puede ser
observado a partir de la pendiente de la recta. Si A = 1, la pendiente coincide exactamente (en
modulo) con ;. En el caso general la pendiente esta dada por I (ver ecuacion [[15])

I=-3,(14(1-q)ln, A) (1.15)

1.2. Propiedades

Diversos autores han presentado propiedades interesantes de las funciones g-logaritmo y g-
exponencial (66,67,75,35,36,68,69,76). A continuacion se listan algunas de ellas. Las demostra-
ciones son inmediatas. Naturalmente todas ellas se reducen a las expresiones habituales cuando
q— 1.

1. g-logaritmo de un producto.

Ing(zy) =Ingz +Ingy + (1 — ¢) IngxIng y. (1.16)
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Figura 1.3: Ley de tipo cola para potencia de la funcién g-exponencial, representada por y(x) =
Aexp,(—f4x). A =10, 8, = 0.5y ¢ = 1.5. La pendiente (negativa) de un sistema asintotico esta
dada por 1/(1—¢). La interseccion entre la recta horizontal en y = A y la recta de comportamiento
asintotico A[(q — 1)B8,2]"/1=9 (ambas punteadas) ocurre en = = 1/[(q — 1)3,).

Demostracion
Por definicion se sabe que In, x = xl:q_l entonces.
1—q _ 1-q _ 1-q _ 1-q _
T 1 vy 1 T 1 vy 1
1 1 1—¢g)1 | = 1— .
ngz+Ingy+(1—¢q)lngzln,y . + - +(1—gq)] - - ]
et N et O i B [ e B C et B VAt R Gt (U Y
= —|— =
I—q l—gq I—gq l—gq
_ :El—q — 14+ yl—q — 14+ :El—qyl—q _ xl—q _ yl—q +1
= -
= -
playl=a -1
T 1—q
1-q,1—q _
"y 1
gl
Luego,

Ing(zy) =Ingz+1Ingy+ (1 —q)Ingzlngy.
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I
0 200 400 600 800 1000
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Figura 1.4: Ley de tipo cola para potencia de la funcién g-exponencial, representada por y(x) =
Aequ(—ﬁqx). A =10, 8, =0.5y ¢ = 1.5. La pendiente (negativa) de un sistema asintotico esta
dada por 1/(1—¢). La interseccion entre la recta horizontal en y = A y la recta de comportamiento
asintotico A[(q — 1)B8,2]"/1=9 (ambas punteadas) ocurre en = = 1/[(q — 1)3,).
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2. g-logaritmo de la razon.

Ingz —Ingy
1+(1—q)lngy

Ing(z/y) =

Demostracion

xl—9-1 yl=a-1
Ingz—Ingy "1 T T1g
_ - 1-q_1
1+(1—¢)lngy 1+ (1- )t
(z'71-1)(1-q)=(y'"9-1)(1=q)
(1—-¢)

1—q_
1+(1_q)yqu1

(@1~ 1-1) (=g~ (y!~I-1)(l—q)
(1—q)7
yl=a 4
I+ 0=y
(@ =)~ (y'~ 1)
(1-q)
yl-a

Luego,

_ Ingz—Ingy
Ig(@/y) = =g,y

En particular, el g-logaritmo para la inversa de un ntimero x no es nulo.

In, x
In,z ' =— d = — 1
Ha 1+(1—¢q)Ingz pl-a et

Demostracion

(1.17)

(1.18)
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Luego,

-1 _ Ing x 1
lnq r o= 1+(1—¢)Ingz —  zl-49

3. g-logaritmo de una potencia.

Ing 2 = Iny_,x'™4 (1.19)

Demostracion

a 1q_ @ (wl_q)l_(l_“) -1
1—gq T 1-q 1—-(1-a)
gi x(l_Q)a — 1

1—¢q 4

x(l_Q)a —1
1—g¢q

_ (:Ea)l—q -1
1—¢
=In, z*

Luego,

4. Derivada de un g-logaritmo.

—Ingz=— (1.20)
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Demostracion
il d (3:1_‘1 1)
dr 1T T dr\ 1 q
(1—qa=971. (1 —¢q) — ('
(1-q)?
Qg9 (1 gy
(a—q?
= :L‘_q
1
-
Luego,
% Ingz = x—lq

5. Integral de un g-logaritmo.

Demostracion

1-q _
/lnqxdmz/udm

1—g¢q

1
= Tq /(.Z'l_q — 1)dx
1 q

__[3:2_ —x—l—c]
C1—gql2—g

(2-4q) (1-4q)
1
zl=a —
_(QiQ) [ 1—q1_1—q}+c
:(Qiq)aj[lnqm 1:|—|—C
rlngr —1

(1.21)
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Luego,

rzlngz —1
/lnqxdzlt: 2(]7_q

Particularmente, la divergencia de Inyz cuando z — 0 (y ¢ > 1) es suficientemente suave, de
modo que

1
-1
Ingr=——<x 1.22
R (122)

1.3. ¢-Transformada de Laplace

La definicion usual de transformada de Laplace para una variable de valor real no negativo f(t)
estd dada por:

o o
LU0} = [ st = [ fean(-styi
0 0

Pueden darse tres maneras de generalizacién de la transformada de Laplace utilizando g- expo-
nenciales, dependiendo de las sustituciones posibles para exp;(—st) dadas por:

L. expy(—st)

2. (expy—t)°

3. (expy(t))~*
Todas las posibilidades anteriores recuperan la transformada usual cuando ¢ — 1. Se sigue aqui
la propuesta de [4], por lo cual se escogera la opcion 2 para la generalizacion buscada.

Definicion 1.3.1. La g-transformada de Laplace para una funcion f(t), con t > 0, estd dada
por la funcion

Fy(s) = L {f()} = /OOO f@®)[expy(=t)]°dt (1.23)

Donde s = a + (i es un nimero complejo.

Para proceder con la generalizacion dada por [[23] son necesarias las dos definiciones siguientes:

Definicion 1.3.2. Sea f(t) una funcion definida en el intervalo [a,00). Se dice que f(t) es de
orden g-ezponencial g, con ag € R, si existe M € R, tal que |[expy(—t)]*f(t)| < M

Definicion 1.3.3. Se dice que una funcion f(t) definida para todo t € [a,00) es continua por
trozos en (a,00) si para todo intervalo finito [a,b] se cumple que:

1. f(t) tiene un mimero finito de discontinuidades en [a,b].

2. En cada punto ty donde f(t) presenta discontinuidad
lm f(t) —y  lim f(#)

t—ty t—t,

existen.
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Ahora puede probarse la siguiente proposicién

Proposicion 1.3.1. Sea f(t) continua a trozos y de orden g-exponencial ag para 0 < t < oo.
Entonces, Fy(s) = Lo{f(t)} (s = a+ Bi) existe para o > ap + (¢ — 1)

Prueba

Para empezar, considérese la funcion
T
Fun(s) = [ leon (=01 170 d
T ——o
= [ ar s

Ahora bien, dado que f(t) es continua por trozos en [0,00), f(t) tiene un nimero finito m de
discontinuidades en el intervalo [0, T]. Sean ti,ta, ..., ty, los valores de t donde se presentan tales
discontinuidades; sea ademds tog = 0. Entonces, la iltima de las integrales puede escribirse como:

T [e3
|- - gn
0

m—1 tiv1 N T N
OreEs> / 1 (1))~ | £(t)] di+ / 1 (1)t "7 |£(t)] dt
i—0 Yt tm

(1.24)
Por otro lado, como f(t) es de orden q-ezponencial oy, existe M > 0 tal que:
[F()] < Mleap(—#)] 7 = M[1 — (1 - q)t]s (1.25)
Al reemplazar [1.23 en se tiene:
T o m-1 tit1 a—ag T a—ag
| fu-a-agmfioia< 3o [T a-amgd dear [ a-ae-gl
0 i=0 t; tm
(1.26)

Ahora, después de resolver las integrales del lado derecho dell.28 y agrupar términos semejantes,
se llega a:

M 1—2=%0
Flom(s) < [1-(-(-gn)' o] 1.27
(q,T)()—a_a0+(1_q) ( ( Q) ) ( )
Ademds, dado que 1 — aq__al‘o < 0, pues por hipdtesis o > ag + (g — 1), se concluye que:
lfm (1— (1—)T) w1 =0 (1.28)
T—oo
Pero por otro lado:
i Fy(s) = Fy(S) (1.29)
Con lo cual, si se consideran [L.27, y 29, entonces:
M
Fy(s) <

Ta—agt+(l-q)
Con lo cual queda probada la existencia de Fy(s) = Lo {f(t)}

Al igual que en los casos anteriores, la generalizacion propuesta para la transformada de Laplace
a partir de la funcién expq(x) permite definir propiedades para Fj(s) que se reducen a las
propiedades usuales de F'(s) cuando ¢ — 1. Algunas de estas propiedades se presentan a contin-
uacion. Los detalles de la prueba para cada propiedad pueden consultarse en [4]

Propiedades de la ¢-transformada
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1. La inversa de Fy(S) esta dada por la funcion:

c+ioo
LB = g [ Elea (0] 00

211 —i0o

Donde ¢ es una constante real que supera a la parte real de todas las singularidades de
F,(s). De la definicion de ﬁ;qu(S) se tienen las siguientes igualdades:

LHLATOY} =)y L {Fy(s)}} = Fy(s)
2. Valores limite:
T sC{f(O} =lm f(5) gl sL{f(0)} = lm[1 - (1-g)]f()

3. Linealidad:
Lol fi(t) + cafa(t)} = c1Lg{f1(t)} + cale{fo(t)}

4. Cambio de escala:
1 s
L{flat)} =—Fy{=}, con ¢=1-—+
a a
5. Primera propiedad de traslacion:
Lo{lexpg(=t)]7* f()} = Fy(s — so)
6. Segunda propiedad de traslacién:

e () (i) i o

Donde u(z) es la funcion escalon unitario de Heavside.

7. ¢-transformada de derivadas (orden 1y 2)

ctroy =, { == 1o
Lol F" () = s(s — (1— q))L, {ﬁ} ~ £(0) - s£(0)

8. Derivada de g-transformada:
Fy(s) = Lo{[In(expg(—1))f (1)}
F{(s) = Lo{[in" (eapy (=) (D)}

9. ¢-transformada de la integral:

c{ [ st} = — it - 0 - 9070}

q—1
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10. Integral de la g-transformada

[ o= o

A R )

Otras propiedades importantes de la g-transformada pueden obtenerse a partir de la general-
izacion de la convolucion de dos funciones f(t) y g(t). La g-convolucion propuesta por Tsallis y
Prato [cf [4]] esta dada por:

(f *q 9)(1) = /Otf (1_t(1__Tq)T> : _g(T) dr (1.30)

A partir de [[L30 se tienen las siguientes propiedades:

1. Asociativa:

[f #q (9 % WI(E) = [(f %4 9) %4 RI()

2. Conmutativa:

(f #q 9)(t) = (g %4 [)(t)

3. Multiplo escalar:
(crf*qg)(t) =cr(fxq9)(t) y  (fxqc29)(t) = ca(f %4 9) (1)

4. Distributivas:
[f #q (g 4+ R)I(t) = (f %q 9)(t) + (f *q h)()

5. gqtransformada de la convolucién

LoA(f g 9) ()} = Lo F ()} Lo{9(8)}

1.4. ¢-Gaussianas

La distribucién normal o gaussiana es una de las distribuciones de probabilidad con mayores
aplicaciones, tanto en el desarrollo del conocimiento matemaético, como en diversas areas de
las ciencias béasicas y humanas. Para una variable aleatoria X que distribuya normal, dicha
distribucién esta definida mediante la expresion:

2

) at

Cb
N\H

F(x) = a\/ﬂ

Donde, como es habitual, u representa el valor esperado de la variable aleatoria X, y o el valor de
la desviacion estandar. En [3] Naudts propone una generalizacion de la distribucion gaussiana; la
propuesta de Naudts se apoya en trabajos anteriores de Tsallis, Plastino, Moyano y Hilhors; una
importante referencia para el estudio detallado de la g-generalizaciéon de la distribuciéon gaussiana
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y del teorema del limite central puede ser consultada en [I]. La generalizaciéon propuesta por
Naudts en [3] para la funcién gaussiana esta dada por la distribucion g-gaussiana:

z 1 —t2
F(zx) = / ;e:z:pq(?)dt con q<3 (1.31)
oo q

La funcién de densidad de probabilidad asociada a esta distribucién puede escribirse como:

1 —2

Cq0 ol o

) (1.32)

Donde ¢, esta dada por:

/_OO expy(—x?) (1.33)

(e
Cq = T 1 para 1< q<3 (1.34)
q—1 P(L)
q—1
y
r(1+)
cq:,/li . 1q para q <1 (1.35)
qf(ffﬁ)

Para el caso de la termo-estadistica generalizada, la densidad de probabilidad que optimiza la
entropia se escribe como:

fpla) = c(x)expy(—a(B) — BH(x)) (1.36)

Donde H(x) representa el hamiltoniano de la energia, § es un parametro que depende del in-
verso de la temperatura % y «(f) es un parametro que se obtiene del proceso de optimizacion
por multiplicadores de Lagrange. Para obtener la forma g-gaussiana para [[.36] se realizan las

sustituciones:

c(z)=—; H(z) =12 B=0""% aB)=Ingqyl0)

Es claro que para ¢ = 1 se obtiene la distribucién normal estandar. Un camino un poco mas
general, aunque equivalente, es abordado por Moyano en [I]. en este caso [[.30] se escribe como:

1
f@) = A 1+ (¢ — D)By(x — pg)?|™3; para q<3 (1.37)
Donde la media generalizada j, pude escribirse en términos de la densidad de probabilidad

Pla) = 2@ (1.38)

Jrlp(z))adz
Como:

g :/F:EP(:E)d:L" (1.39)

Las probabilidades P(z) son conocidas como probabilidades escort y son propuestas por Tsallis
en el proceso de optimizacion de la entropia para el ensamble canénico. Como es usual I' es el
espacio de fase correspondiente al sistema y p(x) la densidad de probabilidad para los diferentes
estados del sistema.
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Ademas:
T (L) I
1 _
A, = 1q - a B, para 1<q<3 (1.40)
0
r(-3+)
y
I (% + 1%) 1—
A, = d qu para q <1 (1.41)
i)Y
Con:
By =[B8—-qog) ' = (5-3¢)0%]"" (1.42)
Donde la varianza ¢ generalizada se relaciona con la varianza usual mediante la expresion:
5—-3
02 =279,
3—q

Finalmente, [[.37] puede escribirse como la g-gaussiana:

f(@) = Ageaxpy(—By(x — ,uq)2) (1.43)
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CAPITULO 1. FUNCIONES Q-EXPONENCIALES Y Q-LOGARITMICAS



Capitulo 2

Aplicaciones

2.1. Parejas sexuales

Recientemente fue divulgado un estudio sobre el comportamiento sexual de un grupo aleatorio
de suecos a lo largo de un ano|252|. El objetivo era revelar la estructura de red del contacto
sexual.El tamarfio de la poblacion la cual fue sometida al examen constaba de 4781 suecos (edades
comprendidas entre 18 y 74 anos) y la tasa de respuesta del cuestionario fue del 59 % que
corresponde a 2810 respuestas. La Figura 2] muestra la distribucion acumulada de la cantidad
de diferentes parejas reportados en los tdltimos 12 meses anteriores a la encuesta. Los autores
identifican una ley de potencia para los comportamientos tanto femeninos como Masculino,
observando que el nimero de parejas denunciado por mujeres es menor que el denunciado por los
hombres. Tratdndose Por lo tanto de un fenémeno libre de rango,los autores llamaron la atencién
sobre la diferencia de las redes de amigos [253], que tiene un patron exponencial o gaussiana,
por tanto presentando asi un conjunto rango tipico definido. En particular, este ltimo trabajo
al que nos referimos, los autores identifican tres tipos de redes (i)las pequenas redes del mundo
(mundo pequeno): redes libres de escala (redes sin escala), con la de la del tipo cola de la ley de
energia, (ii) la escala de las redes de libre truncado (escala truncado libre redes), que prevé un
régimen de tipo intermedio de la ley de energia, seguido de una transicién a una cola exponencial
y (iii) con la escala de las redes (redes de escala unica), que tienen una exponencial de la cola
o de Gauss. Las redes de amistad son identificados como el tipo (ILI), mientras que la red de
contactos sexuales, del tipo (i). Autores consideran que la escala de las redes libres (de tipo (i))
estan relacionados con el modelo de uniéon preferencial de Barabési-Albert|224, 225]. Podemos
especular aqui que un tipo (i) de redes de mundo pequenio puede ser adecuadamente descrito con
g-exponenciales(o eventualmente g-Gaussiana); el tipo (ii) con (q,1)-exponencial(o su equivalente
Gaussiana) y finalmente, el tipo (iii) por Gaussianas. La Figura 2] también representa curvas,
calculadas con una g-exponencial, en la ecuaciéon 2.I] con v = 1 y la normalizacién considerando
el caso discreto, P(> 1) = 1, El ajuste es bastante bueno en toda la gama de datos y no solo en
la cola.

p(x) o< expy(—Fgla|”) (2.1)
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Figura 2.1: Probabilidad acumulada inversa de diferentes parejas suecas a lo largo de un ano.
Los circulos corresponden a las mujeres y los tridngulos a los hombres. Las lineas continuas son
g-exponenciales, ajustadas para el caso discreto, es decir, P(1) = 1.Los parametros para las
mujeres son qp = 1.4,1/5,r = 3.33, y para los hombres, gy = 1.58,1/8,7 = 5.55

2.2. Producto Interno Bruto (PIB)

Particularmente estamos interesados en métodos de la mecéanica estadistica no-extensiva y sus
aplicaciones en economia. el primer trabajo que se esta haciendo es la conexién entre mercados
financieros y turbulencia, dentro de un formalismo no-extensivo, la referencia ha sido [187, 188|.
Un reciente articulo de revision puede ser encontrado en [257].

Una caracterizacion de sistemas econdémicos, mas especificamente distribuciones de rendimientos
personales(en inglés, personal income, abreviaremos por PI),usualmente es asumida siguiendo
la ley de pareto,analizando distribuciones de rente y riqueza de poblaciones, concluir que la
probabilidad p(x)dz de un individuo tiene un rendimiento comprendido entre z y + dx obedece
ap(r) x ma—lﬂ, siendo 1 < o < 2 (p(x) es una densidad de probabilidad). Cuando mas socializada
la economia, mayor valor de «. Es comun ver la distribucién de Pareto representada por la
distribuciéon acumulada inversa,

* 1
P(z =)= / p(y)dy = — (2.2)
T
donde (P > x) es la probabilidad de un individuo en tener un rendimiento igual o superior
a x, en una region de altos ingresos es una distribucion log-normal, (p(z) = " \/217'('7 exp { —
log? (/)

202
parametros), en una region de ingresos intermedia.

] ,siendo xg la medio y ¢ la desviaciéon normal. Tratandose como una distribucién de dos

Nuestra contribucion [261] consiste en analizar un aspecto un poco diferente dos sistemas econ6mi-
cos: la distribucion de ingreso personal total(PI)de las ciudades, como también el producto in-
terno bruto(PIB) de estas ciudades para un pais dado. Ambos ingreso personal total y el pro-
ducto interno total, pueden ser indexados como valor agregado. Similarmente, consideramos una
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distribucion PIB de paises del mundo. Utilizamos distribuciones pertenecientes a familias de
funciones g-exponenciales, particularmente vamos a considerar g-exponenciales (o variantes) del
tipo exp,(—x), con ¢ > 1y x > 0,este caso muestra una disminuciéon de la cola del tipo de ley
de energia, que es una que nos va a interesar. Siguiendo esa linea veremos que, en algunos casos,
somos capaces de describir casi la totalidad del espectro de las distribuciones, y no solo colas
con unica funciéon. Esto apunta a una vision unificada del problema (en vez de considerar una
ley para la region de altos ingresos y otra ley distinta para la region de ingresos intermedios). De
una cierta manera este problema se asemeja a otro, el nimero de citacion de articulos cientificos,
que también presenta apenas una cola del tipo ley de energia. En un principio se conjeturo que
diferentes fenomenos gobiernan los articulos mas citados y los pocos citados (vide Ref. [195] y
los que las contienen).Una abordaje no-extensivo del problema [196] mostré que es posible tener
una unica funcion capaz de describir todo el espectro de citaciones (volvemos a este ejemplo en la
Sub-seccion 8.4.5). Vamos a considerar que con p = P, siendo P la distribucion de probabilidad
acumulada inversa, = x/x0 la razon entre una variable econémica y su valor minimo.

En el caso discreto z; = z;/Tmin, donde x es una variable econémica, en nuestro analisis, PI de
una ciudad o el PIB de una ciudad(o pais) y el indice min es la ciudad (pais) mas pobre(mas
bajo no ranking).

Analizamos un caso de distribucién de PI: ciudades de Estados Unidos, para los afios entre 1970
y 2000 [262]. Analizamos también tres tipos de distribucion de PIB: ciudades Brasileras (de
1970 a 1996)[263], ciudades Alemanas (de 1992 a 1998)[265] y ciudades del Reino Unido (RU)
(de 1993 a 1998) [265]|. Todos los casos son razonablemente bien descritos con v = 2, es decir,
(¢, ¢')-Gaussianas.

La Figura[2.2ilustra los resultados con las distribuciones inversas acumuladas (o un rank, algunas
veces traducido al portugués como posto), obtenidas por el producto de P el namero de ciudades.
Son representadas por tres curvas en cada FiglZ2l de (a)— (d): (i) distribucién g-Gaussiana, que
describe los datos de las regiones de bajos ingresos, (ii) (¢, ¢')-Gaussiana, que se muestra capaz
de reproducir la region baja y intermedia, incluyendo joelho (xy * *) y (iii) distribucion log-
normal, que fue ajustada para la region intermedia. Observamos que para los EEUU y Brasil,
la (g, ¢')-Gaussiana describe los datos en practicamente toda la fase de variacion del espectro.
Ya para Alemania y Reino Unido, ambas curvas (g, ¢')-Gaussiana y log-normal respectivamente
son capaces de describir los datos en la region baja y intermedia (las curvas son préacticamente
indistinguibles visualmente en esta region). Para los EEUU y Brasil, la curva log-normal fracaso
en region de bajos ingresos, lo que puede ser mejor percibido con detalles en la Fig2.2(a) y
Fig22(b). Los valores de los parametros utilizados son presentados en la Tabla.2.1

Pais Ano  Niudades 4 q 1/\/ By 1/\/ By o 9

EEUU 2000 3110 3.80 1.7 87.71 2236.07 110 7
Brasil 1996 4973 3.50 2.1 40.82 816.50 22 10
Alemania 1998 440 270 15 3.16 6.59 3.5 1.5
RU 1996 133 312 14 18.26 37.80 20 1.5

Tabla 2.1: Parametros para las funciones de distribucion, para los anos representados en la Fig[2.2]

Regiones de PIB grande muestran un comportamiento diferente: la distribucion presenta una
transicion adicional, inclindndose para arriba y originando un tercer regimen en la ley de potencia.
Este efecto es bastante pronunciado para Alemania, y en un grado menor para Reino Unido. Para
los EEUU y Brasil, este efecto esta practicamente escondido el la distribucion histogramada,
conforme a la Fig[2.2] es mas visible en los graficos no histogramados. Por ejemplo, en los EEUU,
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Figura 2.2: Distribucion acumulada inversa paraPI/PIy (EEUU) y PIB/PIBj (Brasil, Alema-
nia y Reino Unido). Son representadas tres distribuciones para la comparacion: (i) g- Gaussiana
(con @, = 0) (linea discontinua-punteada), (ii) (¢,q’)-Gaussiana (linea continua), y (iii) log-
normal (linea discontinua). Las Figuras (a) y (b) representan detalles con escala lineal-lineal,
para tornar mas evidente la cualidad de los ajustes en la region de bajo ingreso. En las Figuras
(¢) y (d), Las curvas (g, ¢')-Gaussiana y log-normal estdn superpuestas y son indistinguibles vi-
sualmente. Son indicadas las posiciones de las transiciones x4 ** (joelho, dado por la Eq. (8.33)).
El regimen tornozelo es practicamente pronunciado en (c), aunque también puede estar presente
en otros casos.

apenas los dos mejores ciudades (en términos del PIB)(que son los Angeles y gran parte de
Chicago) pertenecen a este regimen. En Brasil tenemos a San Paulo y Rio de Janeiro dentro
de este regimen. Esta caracteristica es comin en varios sistemas, algunas veces denominado
King effect. También esta presente en rios cosmicos altamente energéticos siendo senialado en
este entorno por tornozelo(ankle)(esta notacion se adopto en las figuras). Este comportamiento
posiblemente esta ligado a fen6menos de no equilibrio y también lo es fuera de este enfoque. Otra
posibilidad de explicar que es la estadistica de los pobres(reducido numero de puntos).Llamamos
la atencién sobre el hecho de que el numero de ciudades en los EE.UU. y Brasil es de un orden de
magnitud mayor que el nimero de Alemania y el Reino Unido. La Figl23lrepresenta la evolucion
temporal del parametro ¢q. Los EEUU tienen un crecimiento aproximadamente uniforme de g a
lo largo de 30 anos. En el caso de Brasil la tendencia de crecimiento entre 1970 hasta 1990 fue
quebrada de 1990 a 1996. En Alemania y Reino Unido presentan valores constantes para ¢ en los
periodos para los cual es tenemos datos disponibles. El crecimiento del parametro ¢ (observados
para los EEUU y Brasil) indica un crecimiento de la desigualdad: si ¢ es mayor, mas extensa es
la cola, por tanto mayor la probabilidad de encontrar ciudades mas ricas que otras. El parametro
¢’ (para un determinado pais) se mostré constante para los afos observados. Los valores menores
de q y ¢’ para Alemania y Reino Unido,en comparacién con los valores de los EEUU y Brasil,
refleja una distribucion de el valor agregado mas balanceada para estos paises europeos en relacion
a los paises americanos analizados. La relacion entre las inclinaciones(asociadas a los valores de
q) es la igualdad/desigualdad no es una conclusion nueva; es conocida desde Pareto. Analizamos
también la distribucion de los PIB’s de los paises del mundo, para el ano 2000. En este caso
observamos que la funcion (g, ¢’)-exponencial (con v = 1 en la ecuacion [Z3]) ajusta a los datos
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mejor que la funcion (¢, ¢’)-Gaussiana (con v = 2) en la region de ingresos bajos e intermedios.

d !
L 90 (5, g Byp? (1< <q, 0< By < ). (2.3)

=1 dz

y esta dada por la siguiente funcion inversa:

1 [p @D -1 (B/By)—1
V= g H(1;9—2¢,q—¢ N—1)—H(p;q—24¢, q—q N—1
T 5(],{ | 1+q_2q,><[ (1;4-2q",9—q', (Be/By)—1)—H(p; =24 ,q—q', (B/By)—1)] ¢,
(2.4)
siendo
H(p;a,b,C)ZqH“F(nga,l;1+Z+b;—pb6>, (2.5)

y F'la funciéon hipergeométrica. Esta distribucion (la inversa de[2.4]) consistentemente merece ser
denominada (g, ¢’)-exponencial aumentada, y es una generalizacion de todos los casos anteriores.
Es espécie de superposicion entre dos g-exponenciales, con valores distintos del indice entrépico
q.
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Figura 2.3: Evolucion de los parametros ¢ para los EEUU(cuadros), Brasil(circulos) y Alema-
nia(triangulos invertidos). Los parametros ¢’ (para cada pais) son constantes para todos los afos:

Tarasii = 2-1 @ppvy = 1.7, @atomania = 1-5 Y @ryy = 1.4. Las lineas son solo guias para los ojos.

Aunque la diferencia entre las dos funciones (y = 1 y v = 2)es notable, no es tan grande,
por lo que esta observaciéon puramente terminologico merece mas investigaciéon, por lo que los
resultados pueden ser corroboradas o no. Puede alguien confirmar que una posible interpretacion
para v = 1, podria ser debido a la naturaleza de las interacciones entre los paises, que se imaginan
ser diferentes de las que existen entre las ciudades dentro de un pais. La Figl2.4] muestra los
resultados. El King effect también esta presente aqui, particularmente para los dos paises de
mayor PIB, EEUU y Japon.
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2.3. Distribuciones Geograficas

En esta seccion se mostrara ejemplos de distribuciones relacionadas con distribuciones geogra-
ficas. Especificamente se abordara éreas de ciudades (ejemplificados con ciudades Brasileras) y
precios de las tierras negociadas en Japon.
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Figura 2.4: Distribucion acumulada inversa de PIB/PIBy de 167 paises para el afio 2000 (los
datos son histogramados: cada punto corresponde a un pais).Los datos fueron ajustados a una
(q, ¢ )-exponencial (linea continua) y la distribucion log-normal (linea discontinua) ambas curvas
no se distinguen visualmente en este ejemplo. La g-exponencial (con fy = 0, linea discontinua-
punteada) también es presentada, para comparacion. Los valores de los parametros son g = 3.5,
¢ =171/, =111.1 y 1/5y = 2500.0. O joelho de acuerdo con la ecuacion 26 y localizado
en PIB/PIBy = 19665. La curva log-normal es obtenida con g =220 y 0 = 13

x, — (2.6)
[(¢" = 1)By]ee

Areas de la ciudades Consideremos el area de todas las ciudades Brasileras del afo 1998. La
menor de ellas es Santa Cruz de Minas (MG), tiene 2,9 Km?, en cuanto a mayor area, Altamira,
(PA), tiene 161446 Km?. Tratandose de una variacion significativa. Solo para tener una idea
comparativa, Altamira es mas grande que doce ciudades Brasileras; es un poco mayor que Acre
y un poco menor que Parana. Mas grande tambien que paises como Australia, Portugal, Grecia,
Bulgaria. Son muchas las causas que llevan a una ciudad a tener cierta area, incluyendo dentro
de otros factores geograficos, politicos, demograficos, economicos. A pesar de esta complejidad de
influencias, es interesante observar que una tnica curva, la (g, ¢')-Gaussiana (dada por la solucion
de la ecuacion 23] con 7 = 2), se ajusta bastante bien practicamente en todos los municipios
Brasileros (5507 ciudades en el ano 1998), desde la mas pequenia de ellas hasta la més grande.
La Figl2Hlilustra los resultados.

Precios de tierras en Japoén

El problema de los precios de las tierras en Japon fue recientemente considerado. El autor
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Figura 2.5: Distribucion acumulada inversa de areas de las ciudades Brasileras (datos no histogra-
mados). La linea continua es una (g, ¢')-Gaussiana con ¢ = 3.07, ¢’ = 1.56, 1/,/3, = 353.55 Km?,
1/\/B = 11226.7 Km?.

encontro un a cola en la ley de energia para la distribucion acumulada de precios de las tierras, con
una inclinacion de —1.7(P(X > z) o 2717, La Figl2.6l evidencia que una ¢-Gaussiana (ecuaciéon
2.1, con v = 2) ajusta la gama completa de datos, excepto el ultimo punto correspondiernte
a los puntos mas altos. Llamamos la atenciéon que la distribucién de la probabilidades de esta
histogramada. Talvez con los datos originales ( un total de 30600 puntos) es posible hacer el
ajuste de la curva a este punto final(o a los puntos finales de la cola)a través de la ecuacion con
transicion para una cola exponencial, (ecuaciones 2.7 y 2.8)), y entonces a través de la ecuacion
con transicion para un segundo regimen en la ley de energia, (ecuaciones 23] y 2.4))

1 dp

(B, — a_
S Tdr (Bg = B! = Bip (¢ > 1,0 < By < fy). (2.7)
Esta es una forma de la ecuacion de Bernoulli con p(z) = 81 y g(z) = —(8y — 1).
=g
p(:lj) = 1 —_ & _|_ &e(q_l)ﬁlx"/ (28)
b B

Esta podemos adecuadamente denominarla (g, 1)-exponencial aumentada. Es inmediato verificar
que ¢ = 1, o B; = 0 la reduce a el caso usual de las exponenciales aumentadas, donde el método
variacional origina formas exponenciales,

p(z) ocexp(—=p |z |7), (2.9)

Siendo ( el multiplicador de Lagrange. v = 1 origina las funciones exponenciales usuales, v = 2
origina las Gaussianas. Para valores de v arbitrarios, tenemos las exponenciales aumentadas.
Ahora: las distribuciones exponenciales aumentadas obedecen a la siguiente ecuacion
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1 dp

Una manera bastante facil de generalizar esta ecuacion es

—=—0Gypp? (¢=1), (2.11)

4 ] | 1
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Figura 2.6: Distribucién acumulada inversa de los precios de las tierras en Japon, para el ano
1998. La linea continua es un g-Gaussiana con ¢ = 2.136, que corresponde a la pendiente —1.76,

y 1/4/Bq = 188982 Yen.

Probabilidad acumulada inversa
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