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Introdu

ión
Desde prin
ipios del siglo pasado se propuso una generaliza
ión de la fun
ión exponen
ial nat-ural; una deforma
ión de la misma. Con el desarrollo de la estadísti
a de Tsallis, a partir dela generaliza
ión del 
on
epto de entropía dada en 1998, en la dé
ada de los noventa se ha
eteoría sobre fun
iones exponen
iales y logarítmi
as deformadas. Sólo a partir del presente siglo,se plantean investiga
iones donde se ha
en desarrollos teóri
os y apli
a
iones de di
has fun
iones.En estas notas que 
onstituyen las memorias del 
urso prá
ti
a investigativa II, se muestra partedel poten
ial investigativo subya
ente en la 
onsidera
ión de di
has fun
iones. Pre
isamente,se presentan las fun
iones, sus propiedades, algunas apli
a
iones en teoría matemáti
a y endiferentes 
ontextos 
omo en físi
a o 
ien
ias so
iales.
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Capítulo 1Fun
iones q-exponen
iales yq-logarítmi
asEn esta se

ión vamos a presentar algunas propiedades de las fun
iones q-logaritmo y q-exponen
ialrestringidas a un dominio real. La expansión analíti
a a un dominio 
omplejo será abordada enla se

ión 4. Algunas propiedades aquí presentadas (y otras que no in
luimos) pueden ser en
on-tradas en 67, 68 y 69. Consideremos una e
ua
ión ordinaria lineal de primer orden no homogénea
Y ′ + p(x)y = r(x) (1.1)Multipli
ando la e
ua
ión por el fa
tor de integra
ión exp

∫

p(x)dx, esta se transforma en unae
ua
ión diferen
ial exa
ta, en su bien 
ono
ida solu
ión general dada por:
Y (x) = C exp−

∫

p(x)dx + exp−
∫

p(x)dx

∫

r(x) exp
∫

p(x)dx dx (1.2)Un 
aso parti
ular p = −1, r = 0 y y′ = y, teniendo 
omo solu
ión una fun
ión exponen
ial. Lainvarian
ia de la deriva
ión es una de las propiedades más signi�
ativas de la exponen
ial y ha
euna de las más bellas fun
iones analíti
as. Algunas e
ua
iones no lineales pueden ser redu
idasa una forma lineal, 1.1. Es llamada e
ua
ión de Bernoulli en homenaje a Jakob Bernoulli (1654-1705).
Y ′ + p(x)y = g(x)yq (1.3)Cuyo método de solu
ión fue en
ontrado por leibnitz(1646-1716) en 1696. Un 
ambio de variable

u(x) = [y(x)]1−q se redu
e a la forma lineal
u′ + (1 − q)p(x)u = (1 − q)g(x) (1.4)Y, por tanto una segunda solu
ión general:

u(x) = C exp−
∫

p(x)dx +(1 − q) exp−
∫

p(x)dx

∫

g(x) exp(1−q)
∫

p(x)dx dx (1.5)Siendo C una 
onstante de integra
ión. El 
aso parti
ular p = 0, g = 1 
orresponde a y′ = yq, lasolu
ión
y = [C + (1 − q)x]

1
1−q (1.6)Impone una 
ondi
ión de 
ontorno y(0) = 1, es de
ir que el valor de la fun
ión y(x) 
oin
ida 
onun valor de la exponen
ial en x = 0(equivalente a 
onsiderar Y (x) 
omo una fun
ión distribu
ión3



4 CAPÍTULO 1. FUNCIONES Q-EXPONENCIALES Y Q-LOGARÍTMICASinversa a
umulada de probabilidad), obtenemos la q-exponen
ial y(x) = 1 + [(1 − q)x]
1

(1−q) (vereq.1.9). Esta debe haber sido un de las primeras apari
iones (aunque sea indire
tamente) dela fun
ión q-exponen
ial. Otro presagio de q-exponen
ial (parti
ularmente expq 1) y una propiade�ni
ión del numero e, símbolo en homenaje a Euler (1707-1783)
e = ĺım

n→∞

(

1 +
1

n

)n
, n ∈ Z. (1.7)Re
ientemente esta expresión se generalizo en [74℄ a �n de obtener la q-exponen
ial utilizandoel q-algebra.1.1. De�ni
iones y 
omportamiento generalEl q-deformado que estamos tratando están de�nidas por 1

lnq x ≡ x1−q − 1

1 − q
(x ∈ R+, q ∈ R). (1.8)

expq(x) ≡ ex
q ≡ eq(x) ≡























[1 + (1 − q)x]
1

1−q , si [1 + (1 − q)x] > 0,

0, si [1 + (1 − q)x] ≤ 0
(x, q ∈ R) (1.9)Mu
has ve
es un fun
ión q-exponen
ial es es
rita de una forma mas 
ompa
ta 
omo

[1 + (1 − q)x]
1

1−q

+ (1.10)Siendo [A]+ ≡ maxA, 0. Una primera observa
ión es que las fun
iones tradi
ionales ln x y ex(que 
on esta generaliza
ión pueden ser denotadas por ln1 y ex
1 , o expx

1 o también e1(x)) son
asos parti
ulares de las fun
iones q-deformadas:
ln1 x = ĺım

q→1+0
lnq x = ĺım

q→1−0
lnq x (1.11)

exp1 x = ĺım
q→1+0

expq x = ĺım
q→1−0

expq x (1.12)También es inmediato veri�
ar que una es la inversa de la otra:
lnq(expq x) = expq(lnq x) = x. (1.13)In
luso

lnq 1 = 0, expq 0 = 1. (1.14)1Las nota
iones expq(x), e
x
q y eq(x) apare
en en la literatura. Se mantendrá un patron dentro de una mismase

ión o 
apítulo, pero no sera un úni
o patron para toda la tesis.



1.1. DEFINICIONES Y COMPORTAMIENTO GENERAL 5Una q-exponen
ial trae en su de�ni
ión un 
orte para q < 1, siempre que x ≤ −1
(1−q) (soporte
ompa
to). Este 
orte garantiza que su imagen sea real. En términos físi
os, un 
orte garantizaque una probabilidad de o
upa
ión de estados sea una fun
ión de
re
iente de energía: una prob-abilidad de un estado de energía E es propor
ional a expq(−βqE). Si q = 1

2 , si no hubiese un
orte, la probabilidad seria 
re
iente para E, para E ≥ 1
(1−q)βq

, lo que es físi
amente ina
ept-able. Alem disso, si no se 
ortan las probabilidades seria numeros imaginarios siempre que seauna poten
ia 1
(1−q) ni siquiera para E > 1

(1−q)βq
. Para q > 1, expq x diverge 
on x = 1

(q−1) , ypermane
e divergente para x > 1
(1−q) . También, expq x es una fun
ión monótona 
re
iente entre

−∞ y 1
(q−1) para q > 1, y entre −1

(1−q) y ∞ para q < 1. La �gura 1.1 ilustra el 
omportamientode expq x para algunos valores típi
os de q.En rigor no seria ne
esario ilustrar una fun
ión q-logaritmo, pues esta es la fun
ión inversade la q-exponen
ial. Ponemos la �gura 1.2 por 
laridad y exhaustividad. lnq x es una fun
iónmonótona 
re
iente para x > 0, ∀q, y, para q > 1, lnq x se aproxima asintóti
amente de 1
(q−1) .Notemos que, para q = 0, estas fun
iones son lineales (ln0 x = x − 1; exp0 = x + 1). La Tabla1.1 presenta una manera alternativa (en rela
ión a la �gura 1.1) de ilustrar el 
omportamientode la fun
ión q-exponen
ial. Esta 
onsidera valores positivos de la variable independiente x, ymuestra separadamente los 
asos de 
re
imiento y de
re
imiento.

Figura 1.1: Fun
ión q-exponen
ial para valores típi
os de q. La linea punteada verti
al indi
auna asíntota en x = 1
(q−1) para q = 2.

Consideremos una situa
ión mas fre
uente, y(x) = A expq(−βqx), 
on x > 0, βq > 0 (a = −βqen la Tabla 1.1). Es q > 1 Un 
omportamiento asintóti
o ∼ A[(q − 1)βqx]
1

(1−q)



6 CAPÍTULO 1. FUNCIONES Q-EXPONENCIALES Y Q-LOGARÍTMICAS

Figura 1.2: Fun
ión q-logaritmo para valores típi
os de q. La linea punteada horizontal indi
auna asíntota en x = 1
(q−1) para q = 2.Es des
omposi
ión es un tipo de ley de poten
ia, uno de los rasgos más llamativos de la q-exponen
ial, En 
ontraste 
on un de
aimiento exponen
ial. La �g 1.3 ilustra este 
aso en un grá-�
o de log-log, indi
ando 
omo identi�
ar visualmente los parámetros A, βq y q. Otra manera deidenti�
ar visualmente una q-exponen
ial es a través de un grá�
o en es
ala semi-q-logarítmi
a,que es una generaliza
ión de un grá�
o semi-logarítmi
o(abs
isa lineal, ordenada logarítmi
a).Una fun
ión q-exponen
ial apare
e 
omo una linea re
ta en el grá�
o semi-q-log, desde que elvalor de q sea el 
orre
to. La �g 1.4 ilustra la misma fun
ión de la �g 1.3(y(x) en la �g 1.3
orresponde a x en la �g 1.4). Cuando el valor de q en el grá�
o semi-q-log es menor que el valorçorre
to"de datos (en este 
aso, los valores son representados por A expq(−βqx), 
on los mismosparámetros de la �g 1.3, es de
ir, un valor 
orre
to de q en este ejemplo es 1.5), la 
urva apare
e
on una 
urvatura positiva; inversamente, 
uando q > 1.5, la 
urvatura es negativa. Así que esposible identi�
ar el valor de q (aquel que linealiza la 
urva). La interse

ión de la 
urva 
onel eje x = 0 o
urre en y(0) = lnq A(si A = 1, o
urre en y(0) = 0). Un valor de βq puede serobservado a partir de la pendiente de la re
ta. Si A = 1, la pendiente 
oin
ide exa
tamente (enmodulo) 
on βq . En el 
aso general la pendiente esta dada por I (ver e
ua
ión 1.15)

I = −βq(1 + (1 − q) lnq A) (1.15)1.2. PropiedadesDiversos autores han presentado propiedades interesantes de las fun
iones q-logaritmo y q-exponen
ial (66,67,75,35,36,68,69,76). A 
ontinua
ión se listan algunas de ellas. Las demostra-
iones son inmediatas. Naturalmente todas ellas se redu
en a las expresiones habituales 
uando
q → 1.1. q-logaritmo de un produ
to.

lnq(xy) = lnq x + lnq y + (1 − q) lnq x lnq y. (1.16)



1.2. PROPIEDADES 7

Figura 1.3: Ley de tipo 
ola para poten
ia de la fun
ión q-exponen
ial, representada por y(x) =
A expq(−βqx). A = 10, βq = 0.5 y q = 1.5. La pendiente (negativa) de un sistema asintóti
o estadada por 1/(1−q). La interse

ión entre la re
ta horizontal en y = A y la re
ta de 
omportamientoasintóti
o A[(q − 1)βqx]1/(1−q) (ambas punteadas) o
urre en x = 1/[(q − 1)βq].Demostra
iónPor de�ni
ión se sabe que lnq x = x1−q−1

1−q enton
es.
lnq x + lnq y + (1 − q) lnq x lnq y =

x1−q − 1

1 − q
+

y1−q − 1

1 − q
+ (1 − q)[

x1−q − 1

1 − q
· y1−q − 1

1 − q
]

=
x1−q − 1

1 − q
+

y1−q − 1

1 − q
+

(x1−q − 1)(y1−q − 1)

1 − q
=

(x1−q − 1) + (y1−q − 1) + (x1−q − 1)(y1−q − 1)

1 − q

=
x1−q − 1 + y1−q − 1 + x1−qy1−q − x1−q − y1−q + 1

1 − q

=
x1−q − 1 + y1−q−1 + x1−qy1−q−x1−q−y1−q+1

1 − q

=
x1−qy1−q − 1

1 − q

x1−qy1−q − 1

1 − q
= lnq(xy)Luego,

lnq(xy) = lnq x + lnq y + (1 − q) lnq x lnq y.
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Figura 1.4: Ley de tipo 
ola para poten
ia de la fun
ión q-exponen
ial, representada por y(x) =
A expq(−βqx). A = 10, βq = 0.5 y q = 1.5. La pendiente (negativa) de un sistema asintóti
o estadada por 1/(1−q). La interse

ión entre la re
ta horizontal en y = A y la re
ta de 
omportamientoasintóti
o A[(q − 1)βqx]1/(1−q) (ambas punteadas) o
urre en x = 1/[(q − 1)βq].



1.2. PROPIEDADES 92. q-logaritmo de la razón.
lnq(x/y) =

lnq x − lnq y

1 + (1 − q) lnq y
(1.17)Demostra
ión

lnq x − lnq y

1 + (1 − q) lnq y
=

x1−q−1
1−q − y1−q−1

1−q

1 + (1 − q)y1−q−1
1−q

=

(x1−q−1)(1−q)−(y1−q−1)(1−q)
(1−q)2

1 + (1 − q)y1−q−1
1−q

=

(x1−q−1)(1−q)−(y1−q−1)(1−q)

(1−q)2

1 + (1 − q)y1−q−1
(1−q)

=

(x1−q−1)−(y1−q−1)
(1−q)

y1−q

=
x1−q − y1−q

(1 − q)y1−q

=

x1−q

y1−q − y1−q

y1−q

(1−q)y1−q

y1−q

=

x1−q

y1−q − �
1

y1−q

y1−q

(1−q)y1−q

y1−q

=

x1−q

y1−q − 1

(1 − q)
x1−q

y1−q − 1

(1 − q)
= lnq(x/y)Luego,

lnq(x/y) =
lnq x−lnq y

1+(1−q) lnq yEn parti
ular, el q-logaritmo para la inversa de un número x no es nulo.
lnq x−1 = − lnq x

1 + (1 − q) lnq x
= − 1

x1−q
lnq x (1.18)Demostra
ión
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− lnq x

1 + (1 − q) lnq x
= −

(x1−q−1)
(1−q)

1 + (1 − q)x1−q−1
1−q

= −
(x1−q−1)

(1−q)

1 + (1 − q)x1−q−1
1−q

= −
(x1−q−1)

(1−q)

x1−q

= − (x1−q − 1)

(1 − q)(x1−q)

= − 1

x1−q

x1−q − 1

1 − q

= − 1

x1−q
lnq xLuego,

lnq x−1 = − lnq x
1+(1−q) lnq x = − 1

x1−q lnq3. q-logaritmo de una poten
ia.
lnq xa =

a

1 − q
ln1−a x1−q (1.19)Demostra
ión

a

1 − q
ln1−a x1−q =

a

1 − q

(x1−q)1−(1−a) − 1

1 − (1 − a)

=
a

1 − q

x(1−q)a − 1

a

=
x(1−q)a − 1

1 − q

=
(xa)1−q − 1

1 − q

= lnq xaLuego,
lnq xa = a

1−q ln1−a x1−q4. Derivada de un q-logaritmo.
d

dx
lnq x =

1

xq
(1.20)



1.2. PROPIEDADES 11Demostra
ión
d

dx
lnq x =

d

dx
(
x1−q − 1

1 − q
)

=
(1 − q)x(1−q)−1 · (1 − q) −

: 0

(x1−q − 1) · 0
(1 − q)2

=
(1 − q)x(1−q)−1 · (1 − q)

(1 − q)2

= x−q

=
1

xqLuego,
d
dx lnq x = 1

xq5. Integral de un q-logaritmo.
∫

lnq xdx =
x lnq x − x

2 − q
(1.21)Demostra
ión

∫

lnq xdx =

∫

(x1−q − 1)

1 − q
dx

=
1

1 − q

∫

(x1−q − 1)dx

=
1

1 − q

[ x2−q

2 − q
− x + c

]

=
1

1 − q

[x2−q − x(2 − q)

2 − q

]

+ c

=
1

(1 − q)(2 − q)

[

x{x1−q − 2 + q}
]

+ c

=
1

(2 − q)
x
[x1−q − 1 − 1 + q

(1 − q)

]

+ c

=
1

(2 − q)
x
[x1−q − 1

1 − q
−

�
1

1 − q

1 − q

]

+ c

=
1

(2 − q)
x
[

lnq x − 1
]

+ c

=
x lnq x − 1

2 − q
+ c



12 CAPÍTULO 1. FUNCIONES Q-EXPONENCIALES Y Q-LOGARÍTMICASLuego,
∫

lnq xdx =
x lnq x − 1

2 − qParti
ularmente, la divergen
ia de lnq x 
uando x → 0 (y q > 1) es su�
ientemente suave, demodo que
∫ 1

0
lnq x =

−1

2 − q
< ∞ (1.22)1.3. q-Transformada de Lapla
eLa de�ni
ión usual de transformada de Lapla
e para una variable de valor real no negativo f(t)está dada por:

L{f(t)} =

∫ ∞

0
f(t)e−stdt =

∫ ∞

0
f(t)exp1(−st)dtPueden darse tres maneras de generaliza
ión de la transformada de Lapla
e utilizando q- expo-nen
iales, dependiendo de las sustitu
iones posibles para exp1(−st) dadas por:1. expq(−st)2. (expq−t)s3. (expq(t))

−sTodas las posibilidades anteriores re
uperan la transformada usual 
uando q → 1. Se sigue aquíla propuesta de [4℄, por lo 
ual se es
ogerá la op
ión 2 para la generaliza
ión bus
ada.De�ni
ión 1.3.1. La q-transformada de Lapla
e para una fun
ión f(t), 
on t ≥ 0, está dadapor la fun
ión
Fq(s) = Lq{f(t)} =

∫ ∞

0
f(t)[expq(−t)]sdt (1.23)Donde s = α + βi es un número 
omplejo.Para pro
eder 
on la generaliza
ión dada por 1.23 son ne
esarias las dos de�ni
iones siguientes:De�ni
ión 1.3.2. Sea f(t) una fun
ión de�nida en el intervalo [a,∞). Se di
e que f(t) es deorden q-exponen
ial α0, 
on α0 ∈ R, si existe M ∈ R, tal que |[expq(−t)]α0f(t)| ≤ MDe�ni
ión 1.3.3. Se di
e que una fun
ión f(t) de�nida para todo t ∈ [a,∞) es 
ontinua portrozos en (a,∞) si para todo intervalo �nito [a, b] se 
umple que:1. f(t) tiene un número �nito de dis
ontinuidades en [a, b].2. En 
ada punto t0 donde f(t) presenta dis
ontinuidad

ĺım
t→t−0

f(t) y ĺım
t→t+0

f(t)existen.



1.3. Q-TRANSFORMADA DE LAPLACE 13Ahora puede probarse la siguiente proposi
iónProposi
ión 1.3.1. Sea f(t) 
ontinua a trozos y de orden q-exponen
ial α0 para 0 ≤ t < ∞.Enton
es, Fq(s) = Lq{f(t)} (s = α + βi) existe para α > α0 + (q − 1)PruebaPara empezar, 
onsidérese la fun
ión
F(q,T )(s) =

∫ T

0
[expq(−t)]s |f(t)| dt

=

∫ T

0
[1 − (1 − q)t]−

α
q−1 |f(t)| dtAhora bien, dado que f(t) es 
ontinua por trozos en [0,∞), f(t) tiene un número �nito m dedis
ontinuidades en el intervalo [0, T ]. Sean t1, t2, ..., tm los valores de t donde se presentan talesdis
ontinuidades; sea además t0 = 0. Enton
es, la última de las integrales puede es
ribirse 
omo:

∫ T

0

∣

∣

∣
[1 − (1 − q)t]

− α
q−1

∣

∣

∣
|f(t)| dt =

m−1
∑

i=0

∫ ti+1

ti

[1−(1−q)t]
− α

q−1 |f(t)| dt+

∫ T

tm

[1−(1−q)t]
− α

q−1 |f(t)| dt(1.24)Por otro lado, 
omo f(t) es de orden q-exponen
ial α0, existe M > 0 tal que:
|f(t)| ≤ M [exp(−t)]−α0 = M [1 − (1 − q)t]

α0
q−1 (1.25)Al reemplazar 1.25 en 1.24 se tiene:

∫ T

0

∣

∣

∣
[1 − (1 − q)t]

− α
q−1

∣

∣

∣
|f(t)| dt ≤

m−1
∑

i=0

M

∫ ti+1

ti

[1−(1−q)t]
−α−α0

q−1 dt+M

∫ T

tm

[1−(1−q)t]
−α−α0

q−1 dt(1.26)Ahora, después de resolver las integrales del lado dere
ho de 1.26 y agrupar términos semejantes,se llega a:
F(q,T )(s) ≤

M

α − α0 + (1 − q)

[

1 − (1 − (1 − q)T )
1−α−α0

q−1

] (1.27)Además, dado que 1 − α−α0
q−1 < 0, pues por hipótesis α > α0 + (q − 1), se 
on
luye que:

ĺım
T→∞

(1 − (1 − q)T )1−
α−α0
q−1 = 0 (1.28)Pero por otro lado:

ĺım
T→∞

F(q,T )(s) = Fq(S) (1.29)Con lo 
ual, si se 
onsideran 1.27, 1.28 y 1.29, enton
es:
Fq(s) ≤

M

α − α0 + (1 − q)Con lo 
ual queda probada la existen
ia de Fq(s) = Lq{f(t)}Al igual que en los 
asos anteriores, la generaliza
ión propuesta para la transformada de Lapla
ea partir de la fun
ión expq(x) permite de�nir propiedades para Fq(s) que se redu
en a laspropiedades usuales de F (s) 
uando q → 1. Algunas de estas propiedades se presentan a 
ontin-ua
ión. Los detalles de la prueba para 
ada propiedad pueden 
onsultarse en [4℄Propiedades de la q-transformada



14 CAPÍTULO 1. FUNCIONES Q-EXPONENCIALES Y Q-LOGARÍTMICAS1. La inversa de Fq(S) está dada por la fun
ión:
L−1

q {Fq(s)} =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
Fq(s)[expq(−t)]−s−(1−q)dsDonde c es una 
onstante real que supera a la parte real de todas las singularidades de

Fq(s). De la de�ni
ión de L−1
q Fq(s) se tienen las siguientes igualdades:

L−1
q {Lq{f(t)}} = f(t) y Lq{L−1

q {Fq(s)}} = Fq(s)2. Valores límite:
ĺım

s→∞
sLq{f(t)} = ĺım

t→0
f(t) y ĺım

s→0
sLq{f(t)} = ĺım

t→∞
[1 − (1 − q)t]f(t)3. Linealidad:

Lq{c1f1(t) + c2f2(t)} = c1Lq{f1(t)} + c2Lq{f2(t)}4. Cambio de es
ala:
Lq{f(at)} =

1

a
Fq′{

s

a
}, 
on q′ = 1 − 1 − q

a5. Primera propiedad de trasla
ión:
Lq{[expq(−t)]−s0f(t)} = Fq(s − s0)6. Segunda propiedad de trasla
ión:

Lq

{

f

(

t − t0
1 − (1 − q)t0

)

u

(

t − t0
1 − (1 − q)t0

)}

= [expq(−t0)]
s−(1−q)Fq(s)Donde u(x) es la fun
ión es
alón unitario de Heavside.7. q-transformada de derivadas (orden 1 y 2)

Lq{f ′(t)} = sLq

{

f(t)

1 − (1 − q)t

}

− f(0)

Lq{f ′′(t)} = s(s − (1 − q))Lq

{

f(t)

[1 − (1 − q)t]2

}

− f ′(0) − sf(0)8. Derivada de q-transformada:
F ′

q(s) = Lq{[ln(expq(−t))]f(t)}

F (n)
q (s) = Lq{[lnn(expq(−t))]f(t)}9. q-transformada de la integral:

Lq

{
∫ t

0
f(u)du

}

=
1

s − (q − 1)
Lq{(1 − (1 − q)t)f(t)}



1.4. Q-GAUSSIANAS 1510. Integral de la q-transformada
∫ ∞

s
Fq(u)du = Lq

{ −f(t)

ln[expq(−t)]

}

∫ ∞

s
· · ·

∫ ∞

s
Fq(u)dun = Lq

{

(−1)nf(t)

lnn[expq(−t)]

}Otras propiedades importantes de la q-transformada pueden obtenerse a partir de la general-iza
ión de la 
onvolu
ión de dos fun
iones f(t) y g(t). La q-
onvolu
ión propuesta por Tsallis yPrato [
f [4℄℄ está dada por:
(f ∗q g)(t) =

∫ t

0
f

(

t − τ

1 − (1 − q)τ

)

g(τ)

1 − (1 − q)τ
dτ (1.30)A partir de 1.30 se tienen las siguientes propiedades:1. Aso
iativa:

[f ∗q (g ∗q h)](t) = [(f ∗q g) ∗q h](t)2. Conmutativa:
(f ∗q g)(t) = (q ∗q f)(t)3. Múltiplo es
alar:

(c1f ∗q g)(t) = c1(f ∗q g)(t) y (f ∗q c2g)(t) = c2(f ∗q g)(t)4. Distributiva:
[f ∗q (g + h)](t) = (f ∗q g)(t) + (f ∗q h)(t)5. qtransformada de la 
onvolu
ión

Lq{(f ∗q g)(t)} = Lq{f(t)}Lq{g(t)}1.4. q-GaussianasLa distribu
ión normal o gaussiana es una de las distribu
iones de probabilidad 
on mayoresapli
a
iones, tanto en el desarrollo del 
ono
imiento matemáti
o, 
omo en diversas áreas delas 
ien
ias bási
as y humanas. Para una variable aleatoria X que distribuya normal, di
hadistribu
ión está de�nida mediante la expresión:
F (x) =

1

σ
√

2π

∫ x

−∞
e−

1
2(

t−µ

σ )
2

dtDonde, 
omo es habitual, µ representa el valor esperado de la variable aleatoria X, y σ el valor dela desvia
ión estándar. En [3℄ Naudts propone una generaliza
ión de la distribu
ión gaussiana; lapropuesta de Naudts se apoya en trabajos anteriores de Tsallis, Plastino, Moyano y Hilhors; unaimportante referen
ia para el estudio detallado de la q-generaliza
ión de la distribu
ión gaussiana
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entral puede ser 
onsultada en [1℄. La generaliza
ión propuesta porNaudts en [3℄ para la fun
ión gaussiana está dada por la distribu
ión q-gaussiana:
F (x) =

∫ x

∞

1

cqσ
expq(

−t2

σ2
)dt 
on q < 3 (1.31)La fun
ión de densidad de probabilidad aso
iada a esta distribu
ión puede es
ribirse 
omo:

1

cqσ
expq(

−x2

σ2
) (1.32)Donde cq está dada por:

∫ −∞

∞
expq(−x2) (1.33)Al resolver la integral en 1.33 se tiene:

cq =

√

π

q − 1

Γ
(

−1
2 + 1

q−1

)

Γ
(

1
q−1

) para 1 < q < 3 (1.34)y
cq =

√

π

1 − q

Γ
(

1 + 1
1−q

)

Γ
(

3
2 + 1

1−q

) para q < 1 (1.35)Para el 
aso de la termo-estadísti
a generalizada, la densidad de probabilidad que optimiza laentropía se es
ribe 
omo:
fβ(x) = c(x)expq(−α(β) − βH(x)) (1.36)Donde H(x) representa el hamiltoniano de la energía, β es un parámetro que depende del in-verso de la temperatura 1

T y α(β) es un parámetro que se obtiene del pro
eso de optimiza
iónpor multipli
adores de Lagrange. Para obtener la forma q-gaussiana para 1.36 se realizan lassustitu
iones:
c(x) =

1

cq
; H(x) = x2; β = σ3−q; α(β) = ln2−q(σ)Es 
laro que para q = 1 se obtiene la distribu
ión normal estándar. Un 
amino un po
o másgeneral, aunque equivalente, es abordado por Moyano en [1℄. en este 
aso 1.36 se es
ribe 
omo:

f(x) = Aq[1 + (q − 1)Bq(x − µq)
2]

1
1−q ; para q < 3 (1.37)Donde la media generalizada µq pude es
ribirse en términos de la densidad de probabilidad

P (x) =
p(x)q

∫

Γ[p(x)]qdx
(1.38)Como:

µq =

∫

Γ
xP (x)dx (1.39)Las probabilidades P (x) son 
ono
idas 
omo probabilidades es
ort y son propuestas por Tsallisen el pro
eso de optimiza
ión de la entropía para el ensamble 
anóni
o. Como es usual Γ es elespa
io de fase 
orrespondiente al sistema y p(x) la densidad de probabilidad para los diferentesestados del sistema.
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Aq =

Γ
(

1
q−1

)

Γ
(

−1
2 + 1

q−1

)

√

q − 1

π
Bq para 1 < q < 3 (1.40)y

Aq =
Γ

(

3
2 + 1

1−q

)

Γ
(

1 + 1
1−q

)

√

1 − q

π
Bq para q < 1 (1.41)Con:

Bq = [(3 − q)σ2
q ]

−1 = (5 − 3q)σ2]−1 (1.42)Donde la varianza q generalizada se rela
iona 
on la varianza usual mediante la expresión:
σ2

q =
5 − 3q

3 − q
σ2Finalmente, 1.37 puede es
ribirse 
omo la q-gaussiana:

f(x) = Aqexpq(−Bq(x − µq)
2) (1.43)
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Capítulo 2Apli
a
iones
2.1. Parejas sexualesRe
ientemente fue divulgado un estudio sobre el 
omportamiento sexual de un grupo aleatoriode sue
os a lo largo de un año[252℄. El objetivo era revelar la estru
tura de red del 
onta
tosexual.El tamaño de la pobla
ión la 
ual fue sometida al examen 
onstaba de 4781 sue
os (edades
omprendidas entre 18 y 74 años) y la tasa de respuesta del 
uestionario fue del 59% que
orresponde a 2810 respuestas. La Figura 2.1 muestra la distribu
ión a
umulada de la 
antidadde diferentes parejas reportados en los últimos 12 meses anteriores a la en
uesta. Los autoresidenti�
an una ley de poten
ia para los 
omportamientos tanto femeninos 
omo Mas
ulino,observando que el número de parejas denun
iado por mujeres es menor que el denun
iado por loshombres. Tratándose Por lo tanto de un fenómeno libre de rango,los autores llamaron la aten
iónsobre la diferen
ia de las redes de amigos [253℄, que tiene un patrón exponen
ial o gaussiana,por tanto presentando así un 
onjunto rango típi
o de�nido. En parti
ular, este último trabajoal que nos referimos, los autores identi�
an tres tipos de redes (i)las pequeñas redes del mundo(mundo pequeño): redes libres de es
ala (redes sin es
ala), 
on la de la del tipo 
ola de la ley deenergía, (ii) la es
ala de las redes de libre trun
ado (es
ala trun
ado libre redes), que prevé unrégimen de tipo intermedio de la ley de energía, seguido de una transi
ión a una 
ola exponen
ialy (iii) 
on la es
ala de las redes (redes de es
ala úni
a), que tienen una exponen
ial de la 
olao de Gauss. Las redes de amistad son identi�
ados 
omo el tipo (III), mientras que la red de
onta
tos sexuales, del tipo (i). Autores 
onsideran que la es
ala de las redes libres (de tipo (i))están rela
ionados 
on el modelo de unión preferen
ial de Barabási-Albert[224, 225℄. Podemosespe
ular aquí que un tipo (i) de redes de mundo pequeño puede ser ade
uadamente des
rito 
onq-exponen
iales(o eventualmente q-Gaussiana); el tipo (ii) 
on (q,1)-exponen
ial(o su equivalenteGaussiana) y �nalmente, el tipo (iii) por Gaussianas. La Figura 2.1 también representa 
urvas,
al
uladas 
on una q-exponen
ial, en la e
ua
ión 2.1, 
on γ = 1 y la normaliza
ión 
onsiderandoel 
aso dis
reto, P (≥ 1) = 1, El ajuste es bastante bueno en toda la gama de datos y no solo enla 
ola.

p(x) ∝ expq(−βq|x|γ) (2.1)19
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Figura 2.1: Probabilidad a
umulada inversa de diferentes parejas sue
as a lo largo de un año.Los 
ír
ulos 
orresponden a las mujeres y los triángulos a los hombres. Las líneas 
ontinuas sonq-exponen
iales, ajustadas para el 
aso dis
reto, es de
ir, P (1) = 1.Los parámetros para lasmujeres son qF = 1.4, 1/βqF = 3.33, y para los hombres, qM = 1.58, 1/βqF = 5.552.2. Produ
to Interno Bruto (PIB)Parti
ularmente estamos interesados en métodos de la me
áni
a estadísti
a no-extensiva y susapli
a
iones en e
onomía. el primer trabajo que se esta ha
iendo es la 
onexión entre mer
ados�nan
ieros y turbulen
ia, dentro de un formalismo no-extensivo, la referen
ia ha sido [187, 188℄.Un re
iente arti
ulo de revisión puede ser en
ontrado en [257℄.Una 
ara
teriza
ión de sistemas e
onómi
os, mas espe
í�
amente distribu
iones de rendimientospersonales(en inglés, personal in
ome, abreviaremos por PI),usualmente es asumida siguiendola ley de pareto,analizando distribu
iones de rente y riqueza de pobla
iones, 
on
luir que laprobabilidad p(x)dx de un individuo tiene un rendimiento 
omprendido entre x y x+dx obede
ea p(x) ∝ 1
xα+1 , siendo 1 ≤ α ≤ 2 (p(x) es una densidad de probabilidad). Cuando mas so
ializadala e
onomía, mayor valor de α. Es 
omún ver la distribu
ión de Pareto representada por ladistribu
ión a
umulada inversa,

P (≥ x) =

∫ ∞

x
p(y)dy =

1

xα
(2.2)donde (P ≥ x) es la probabilidad de un individuo en tener un rendimiento igual o superiora x, en una region de altos ingresos es una distribu
ión log-normal, (p(x) = 1

x
√

2πσ2
exp

[

−
log2(x/x0)

2σ2

],siendo x0 la medio y σ la desvia
ión normal. Tratándose 
omo una distribu
ión de dosparámetros), en una region de ingresos intermedia.Nuestra 
ontribu
ión [261℄ 
onsiste en analizar un aspe
to un po
o diferente dos sistemas e
onómi-
os: la distribu
ión de ingreso personal total(PI)de las 
iudades, 
omo también el produ
to in-terno bruto(PIB) de estas 
iudades para un pais dado. Ambos ingreso personal total y el pro-du
to interno total, pueden ser indexados 
omo valor agregado. Similarmente, 
onsideramos una
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ión PIB de países del mundo. Utilizamos distribu
iones pertene
ientes a familias defun
iones q-exponen
iales, parti
ularmente vamos a 
onsiderar q-exponen
iales (o variantes) deltipo expq(−x), 
on q ≥ 1 y x > 0,este 
aso muestra una disminu
ión de la 
ola del tipo de leyde energía, que es una que nos va a interesar. Siguiendo esa linea veremos que, en algunos 
asos,somos 
apa
es de des
ribir 
asi la totalidad del espe
tro de las distribu
iones, y no solo 
olas
on úni
a fun
ión. Esto apunta a una vision uni�
ada del problema (en vez de 
onsiderar unaley para la region de altos ingresos y otra ley distinta para la region de ingresos intermedios). Deuna 
ierta manera este problema se asemeja a otro, el número de 
ita
ión de artí
ulos 
ientí�
os,que también presenta apenas una 
ola del tipo ley de energía. En un prin
ipio se 
onjeturo quediferentes fenómenos gobiernan los artí
ulos mas 
itados y los po
os 
itados (vide Ref. [195℄ ylos que las 
ontienen).Una abordaje no-extensivo del problema [196℄ mostró que es posible teneruna úni
a fun
ión 
apaz de des
ribir todo el espe
tro de 
ita
iones (volvemos a este ejemplo en laSub-se

ión 8.4.5). Vamos a 
onsiderar que 
on p ≡ P , siendo P la distribu
ión de probabilidada
umulada inversa, x = x/x0 la razón entre una variable e
onómi
a y su valor mínimo.En el 
aso dis
reto xi ≡ xi/xmin, donde x es una variable e
onómi
a, en nuestro análisis, PI deuna 
iudad o el PIB de una 
iudad(o pais) y el índi
e min es la 
iudad (pais) mas pobre(masbajo no ranking).Analizamos un 
aso de distribu
ión de PI: 
iudades de Estados Unidos, para los años entre 1970y 2000 [262℄. Analizamos también tres tipos de distribu
ión de PIB: 
iudades Brasileras (de1970 a 1996)[263℄, 
iudades Alemanas (de 1992 a 1998)[265℄ y 
iudades del Reino Unido (RU)(de 1993 a 1998) [265℄. Todos los 
asos son razonablemente bien des
ritos 
on γ = 2, es de
ir,
(q, q′)-Gaussianas.La Figura 2.2 ilustra los resultados 
on las distribu
iones inversas a
umuladas (o un rank, algunasve
es tradu
ido al portugués 
omo posto), obtenidas por el produ
to de P el número de 
iudades.Son representadas por tres 
urvas en 
ada Fig.2.2 de (a)� (d): (i) distribu
ión q-Gaussiana, quedes
ribe los datos de las regiones de bajos ingresos, (ii) (q, q′)-Gaussiana, que se muestra 
apazde reprodu
ir la region baja y intermedia, in
luyendo joelho (xq′ ∗ ∗) y (iii) distribu
ión log-normal, que fue ajustada para la region intermedia. Observamos que para los EEUU y Brasil,la (q, q′)-Gaussiana des
ribe los datos en prá
ti
amente toda la fase de varia
ión del espe
tro.Ya para Alemania y Reino Unido, ambas 
urvas (q, q′)-Gaussiana y log-normal respe
tivamenteson 
apa
es de des
ribir los datos en la region baja y intermedia (las 
urvas son prá
ti
amenteindistinguibles visualmente en esta region). Para los EEUU y Brasil, la 
urva log-normal fra
asoen region de bajos ingresos, lo que puede ser mejor per
ibido 
on detalles en la Fig.2.2(a) yFig.2.2(b). Los valores de los parámetros utilizados son presentados en la Tabla.2.1Pais Año Nciudades q q′ 1/

√

βq 1/
√

β′
q x0 σEEUU 2000 3110 3.80 1.7 87.71 2236.07 110 7Brasil 1996 4973 3.50 2.1 40.82 816.50 22 10Alemania 1998 440 2.70 1.5 3.16 6.59 3.5 1.5RU 1996 133 3.12 1.4 18.26 37.80 20 1.5Tabla 2.1: Parámetros para las fun
iones de distribu
ión, para los años representados en la Fig.2.2Regiones de PIB grande muestran un 
omportamiento diferente: la distribu
ión presenta unatransi
ión adi
ional, in
linándose para arriba y originando un ter
er regimen en la ley de poten
ia.Este efe
to es bastante pronun
iado para Alemania, y en un grado menor para Reino Unido. Paralos EEUU y Brasil, este efe
to esta prá
ti
amente es
ondido el la distribu
ión histogramada,
onforme a la Fig.2.2 es mas visible en los grá�
os no histogramados. Por ejemplo, en los EEUU,
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Figura 2.2: Distribu
ión a
umulada inversa paraPI/PI0 (EEUU) y PIB/PIB0 (Brasil, Alema-nia y Reino Unido). Son representadas tres distribu
iones para la 
ompara
ión: (i) q- Gaussiana(
on β′
q = 0) (linea dis
ontinua-punteada), (ii) (q, q′)-Gaussiana (linea 
ontinua), y (iii) log-normal (linea dis
ontinua). Las Figuras (a) y (b) representan detalles 
on es
ala lineal-lineal,para tornar mas evidente la 
ualidad de los ajustes en la region de bajo ingreso. En las Figuras(
) y (d), Las 
urvas (q, q′)-Gaussiana y log-normal están superpuestas y son indistinguibles vi-sualmente. Son indi
adas las posi
iones de las transi
iones xq′ ∗∗ (joelho, dado por la Eq. (8.33)).El regimen tornozelo es prá
ti
amente pronun
iado en (
), aunque también puede estar presenteen otros 
asos.apenas los dos mejores 
iudades (en términos del PIB)(que son los Angeles y gran parte deChi
ago) pertene
en a este regimen. En Brasil tenemos a San Paulo y Rio de Janeiro dentrode este regimen. Esta 
ara
terísti
a es 
omún en varios sistemas, algunas ve
es denominadoKing e�e
t. También esta presente en ríos 
ósmi
os altamente energéti
os siendo señalado eneste entorno por tornozelo(ankle)(esta nota
ión se adopto en las �guras). Este 
omportamientoposiblemente esta ligado a fenómenos de no equilibrio y también lo es fuera de este enfoque. Otraposibilidad de expli
ar que es la estadísti
a de los pobres(redu
ido numero de puntos).Llamamosla aten
ión sobre el he
ho de que el número de 
iudades en los EE.UU. y Brasil es de un orden demagnitud mayor que el número de Alemania y el Reino Unido. La Fig.2.3 representa la evolu
ióntemporal del parámetro q. Los EEUU tienen un 
re
imiento aproximadamente uniforme de q alo largo de 30 años. En el 
aso de Brasil la tenden
ia de 
re
imiento entre 1970 hasta 1990 fuequebrada de 1990 a 1996. En Alemania y Reino Unido presentan valores 
onstantes para q en losperiodos para los 
ual es tenemos datos disponibles. El 
re
imiento del parámetro q (observadospara los EEUU y Brasil) indi
a un 
re
imiento de la desigualdad: si q es mayor, mas extensa esla 
ola, por tanto mayor la probabilidad de en
ontrar 
iudades mas ri
as que otras. El parámetro

q′(para un determinado pais) se mostró 
onstante para los años observados. Los valores menoresde q y q′ para Alemania y Reino Unido,en 
ompara
ión 
on los valores de los EEUU y Brasil,re�eja una distribu
ión de el valor agregado mas balan
eada para estos países europeos en rela
ióna los países ameri
anos analizados. La rela
ión entre las in
lina
iones(aso
iadas a los valores de
q) es la igualdad/desigualdad no es una 
on
lusion nueva; es 
ono
ida desde Pareto. Analizamostambién la distribu
ión de los PIB's de los países del mundo, para el año 2000. En este 
asoobservamos que la fun
ión (q, q′)-exponen
ial (
on γ = 1 en la e
ua
ión 2.3) ajusta a los datos
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ión (q, q′)-Gaussiana (
on γ = 2) en la región de ingresos bajos e intermedios.
1

γxγ−1

dp

dx
= −(βq − βq′)p

q − βq′p
q′ (1 ≤ q′ ≤ q, 0 ≤ βq′ ≪ βq). (2.3)y esta dada por la siguiente fun
ión inversa:

xγ =
1

βq′

{

p−(q′−1) − 1

q′ − 1
−(βq/βq′) − 1

1 + q − 2q′
×[H(1; q−2q′, q−q′, (βq/βq′)−1)−H(p; q−2q′, q−q′, (βq/βq′)−1)]

}

,(2.4)siendo
H(p; a, b, c) = q1+aF

(

1 + a

b
, 1;

1 + a + b

c
;−pbc

)

, (2.5)y F la fun
ión hipergeométri
a. Esta distribu
ión (la inversa de 2.4) 
onsistentemente mere
e serdenominada (q, q′)-exponen
ial aumentada, y es una generaliza
ion de todos los 
asos anteriores.Es espé
ie de superposi
ión entre dos q-exponen
iales, 
on valores distintos del índi
e entrópi
o
q.

Figura 2.3: Evolu
ión de los parámetros q para los EEUU(
uadros), Brasil(
ír
ulos) y Alema-nia(triángulos invertidos). Los parámetros q′ (para 
ada pais) son 
onstantes para todos los años:
q′Brasil = 2.1, q′EEUU = 1.7, q′Alemania = 1.5 y q′RU = 1.4. Las líneas son solo guías para los ojos.Aunque la diferen
ia entre las dos fun
iones (γ = 1 y γ = 2)es notable, no es tan grande,por lo que esta observa
ión puramente terminológi
o mere
e más investiga
ión, por lo que losresultados pueden ser 
orroboradas o no. Puede alguien 
on�rmar que una posible interpreta
iónpara γ = 1, podría ser debido a la naturaleza de las intera

iones entre los países, que se imaginanser diferentes de las que existen entre las 
iudades dentro de un país. La Fig.2.4 muestra losresultados. El King e�e
t también esta presente aquí, parti
ularmente para los dos países demayor PIB, EEUU y Japón.
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iones Geográ�
asEn esta se

ión se mostrara ejemplos de distribu
iones rela
ionadas 
on distribu
iones geográ-�
as. Espe
í�
amente se abordara áreas de 
iudades (ejempli�
ados 
on 
iudades Brasileras) ypre
ios de las tierras nego
iadas en Japón.

Figura 2.4: Distribu
ión a
umulada inversa de PIB/PIB0 de 167 países para el año 2000 (losdatos son histogramados: 
ada punto 
orresponde a un pais).Los datos fueron ajustados a una
(q, q′)-exponen
ial (linea 
ontinua) y la distribu
ión log-normal (linea dis
ontinua) ambas 
urvasno se distinguen visualmente en este ejemplo. La q-exponen
ial (
on βq′ = 0, linea dis
ontinua-punteada) también es presentada, para 
ompara
ión. Los valores de los parámetros son q = 3.5,
q′ = 1.7, 1/βq = 111.1 y 1/βq′ = 2500.0. O joelho de a
uerdo 
on la e
ua
ión 2.6, y lo
alizadoen PIB/PIB0 = 19665. La 
urva log-normal es obtenida 
on x0 = 220 y σ = 13.

x∗∗γ
q′ =

[(q − 1)βq]
q′−1
q−q′

[(q′ − 1)βq′ ]
q−1
q−q′

(2.6)Áreas de la 
iudades Consideremos el área de todas las 
iudades Brasileras del año 1998. Lamenor de ellas es Santa Cruz de Minas (MG), tiene 2, 9 Km2, en 
uanto a mayor área, Altamira(PA), tiene 161446 Km2. Tratandose de una varia
ión signi�
ativa. Solo para tener una idea
omparativa, Altamira es mas grande que do
e 
iudades Brasileras; es un po
o mayor que A
rey un po
o menor que Paraná. Mas grande tambien que paises 
omo Australia, Portugal, Gre
ia,Bulgaria. Son mu
has las 
ausas que llevan a una 
iudad a tener 
ierta área, in
luyendo dentrode otros fa
tores geográ�
os, políti
os, demográ�
os, e
onomi
os. A pesar de esta 
omplejidad dein�uen
ias, es interesante observar que una úni
a 
urva, la (q, q′)-Gaussiana (dada por la solu
ionde la e
ua
ion 2.3 
on γ = 2), se ajusta bastante bien pra
ti
amente en todos los muni
ipiosBrasileros (5507 
iudades en el año 1998), desde la mas pequeña de ellas hasta la más grande.La Fig.2.5 ilustra los resultados.Pre
ios de tierras en JapónEl problema de los pre
ios de las tierras en Japon fue re
ientemente 
onsiderado. El autor
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Figura 2.5: Distribu
ión a
umulada inversa de áreas de las 
iudades Brasileras (datos no histogra-mados). La linea 
ontinua es una (q, q′)-Gaussiana 
on q = 3.07, q′ = 1.56, 1/√βq = 353.55 Km2,
1/

√

β′
q = 11226.7 Km2.en
ontro un a 
ola en la ley de energia para la distribu
ion a
umulada de pre
ios de las tierras, 
onuna in
lina
ión de −1.7(P (X ≥ x) ∝ x−1.7. La Fig.2.6 eviden
ia que una q-Gaussiana (e
ua
ión2.1, 
on γ = 2) ajusta la gama 
ompleta de datos, ex
epto el último punto 
orrespondierntea los puntos mas altos. Llamamos la aten
ión que la distribu
ión de la probabilidades de estahistogramada. Talvez 
on los datos originales ( un total de 30600 puntos) es posible ha
er elajuste de la 
urva a este punto �nal(o a los puntos �nales de la 
ola)a través de la e
ua
ión 
ontransi
ión para una 
ola exponen
ial, (e
ua
iones 2.7 y 2.8), y enton
es a través de la e
ua
ión
on transi
ión para un segundo regimen en la ley de energia, (e
ua
iones 2.3 y 2.4)

1

γxγ−1

dp

dx
= −(βq − β1)p

q − β1p (q ≥ 1, 0 ≤ β1 ≪ βq). (2.7)Esta es una forma de la e
ua
ión de Bernoulli 
on p(x) = β1 y g(x) = −(βq − β1).
p(x) =

[

1 − βq

β1
+

βq

β1
e(q−1)β1xγ

]
1

1−q (2.8).Esta podemos ade
uadamente denominarla (q, 1)-exponen
ial aumentada. Es inmediato veri�
arque q = 1, o βq = 0 la redu
e a el 
aso usual de las exponen
iales aumentadas, donde el métodovaria
ional origina formas exponen
iales,
p(x) ∝ exp(−β | x |γ), (2.9)Siendo β el multipli
ador de Lagrange. γ = 1 origina las fun
iones exponen
iales usuales, γ = 2origina las Gaussianas. Para valores de γ arbitrarios, tenemos las exponen
iales aumentadas.Ahora: las distribu
iones exponen
iales aumentadas obede
en a la siguiente e
ua
ión
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1

γxγ−1

dp

dx
= −βp. (2.10)Una manera bastante fá
il de generalizar esta e
ua
ión es

1

γxγ−1

dp

dx
= −βqp

q (q ≥ 1), (2.11)
uya solu
ión es p(x) ∝ expq(−βqx
γ .)

Figura 2.6: Distribu
ión a
umulada inversa de los pre
ios de las tierras en Japón, para el año1998. La linea 
ontinua es un q-Gaussiana 
on q = 2.136, que 
orresponde a la pendiente −1.76,y 1/
√

βq = 188982 Yen.
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