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El Modelo Local Level

Introduccion

En este trabajo se pretende presentar formalmente uno de los modelos basicos asociados
al analisis de series de tiempo por métodos de estado espacio Gaussianos, el modelo
Local Level.

Este modelo tiene algunos elementos algebraicos un poco complejos y por ello se quiere
describir los procedimientos paso a paso para su mejor comprension; entre ellos se
encuentran algunas técnicas basicas del andlisis del Espacio Estado como filtrado,
suavizacion, inicializacion y estimacion de los pardmetros. Se presentard ademas, un
ejemplo ilustrativo con una serie simulada en la que se aplican las técnicas y
procedimientos descritos en este trabajo.

El Modelo Local Level

El modelo local level se puede ser descrito por los 2 siguientes procesos

v, =a,+¢, &, ~N(O,0€2)

, 1
&, =Q, +1,, 7, NN(OsG;) ( )

donde y, se conoce como la ecuacion de medida 'y «, como la ecuacion de transicion.

yt = at + gt
=Q,, +1,_, té,
=a,,+n,.,+t1n,_, t¢

=a,tmnt+mn, ttn,,+0,,

Por tanto

Las observaciones y, generadas por el modelo local level se representan como un vector
ydenx1,tal que

B4 1
y~Nga,,Q), cony=| : | 1=|:| y Q=11'"P +%

Va 1

donde el elemento (i,j) de la matriz X de n X n esta dado por



(i-Do,, i<j

2 . 2 . . ..

Y, =40, +(i+Do,, i=j ij=1,...,n
(j-Do,, i>]

Parai=j

EU. =cov(y;,y;)
=E(y))-E(,)’

=E[a12 +i;73 +é} +2alint +2a¢; +28iif71 +2i iﬂtﬂrlJ—af

t=1 t=1 t=1 t=1 t;=t+1

i1 i—1 il
=E(a})+ Y Em})+E(e]})+2E(a, Y. n,) + 2E(a,8,) + 2E(&, ) n,) +
t=1 t=1 t=1

i-1 il

+ ZZ ZE(U;U;, ) _a12

t=1 t;=t+1

Como las g y las m, son mutuamente independientes y son independientes de
o, entonces

T, =E(al)+ iE(Uf) +E(e]) +2E(a, )IiE(U,) +2E(a,)E(g;,) +2E(¢, )iE(U,) +

+2> > E(n,)E®,)-a;

t=1 t;=t+1
i1
=E(a12)+20'3 +ng —af

t=1

i—1
=E(a,2)—a12 +Z(7§ +0'€2
t=1

= var(a; ) + (i — 1)05 +o!

=P +(i—1)0',§ +o"f
Parai<j

Eij zcov(yiayj)
=E(y:y;)-EW)E(,)
= E(yiyj) - 6112
i-1 j-1

Como yi=a1+277t+gi y V= +Zr7,+gj,entonces

t=1 t=1

j-1
yj:y’ +Zf7t —8’- +gj

t=i



-1
Zij :E|:yi(yi+z77t —& té; J:|_a12

t=i

Jj-1
:E(yiz +zyi77t — Vi€ +yi€jj_a12

t=i

SEG)+ Y EG) - E(e) + E(r.e)

t=i
Como y; es independiente de €;y de n,para ¢ >i

5, =EG2)+ Y EG)E®m,) - E(v,e,) + E()EE,)

t=i

=E())-E(y)-a}
=E(y))-E((a, +£)z,)-a;
=E(y}) —E(aigl. + gf)— al
=E(y}) - E(a,s) - E(&}) - a;

Como oy €; son independientes

2, =E(]) - E(a)E(e) - E(&})-a}
=E(y})-E(s})-a}
=E(y})-a} —E(s})
=cov(y,,y,) -0,
=P +(i-1o, +0. -0
=P +(i—1)0'j

2

De la misma manera se puede probar que parai>j, £, =F +(j—1Do,

El Filtro de Kalman

El objetivo del filtro de Kalman es actualizar el conocimiento del sistema cada vez que
es recogida una nueva observacion y;.

Sea Y. el conjunto de observaciones pasadas {yi,...,)~1} y asumase que la distribucion
condicional de o, dado Y.; es N(a,,P ) donde a,y P, seran determinadas. Dado que

a,y P, son conocidas, el objetivo es calcular a,,, y P;+ cuando y; es recogida.

Dado que a1+l :E(OCH] |Y1):E(at +771 |Y1) y I)Hl =var(al+1 |Yl)zvar(al +771 |Yt)a
de (1) se tiene
at+1 :E(ar |Yz)7 Pt =Var(0£t |Yr)+o-1?

+1



Sea v, =y, —a, y F, =var(v,), entonces

EW Y _)=E(y, —a|Y_ )=E(a, +& —a,l|Y.)
=E(a, |Y_)+E(s |Y,)-E(a,|Y)
=a,+0-aq,
=0

Asi E(v,)=E[E(v, | Y, )]=0y

COV(V,,yj) = E(Vtyj) - E(Vt)E(yl)

= E(vtyj)

= £[E, 17,0y ]

=£0r))]

=0
Asi, v, y y; son independientes paraj=1,..., #-1. Cuando Y, es fija Y.; y ), son fijas, asi
Y y Ve son fijas y viceversa. Por tanto,
E(at | ),t) = E(at |}It—l’yt) = E(at | Yt—l’vt + al‘) ZE(at |K—1’Vt) y de 1a misma forma
Var(at | Yt) = Var(at | Yt—l H vt ) .

E(a,|Y)=E(a,|Y, ,,v,)=E(a,|Y_)+cov(a,,v,)var(v,) ", )

Donde

cov(a,,v,)=E(a,v,)— E(a,)E(v,)
=E(a,(y, —a,))
=E(a,(a, +¢, —a,))
=E(a,(a, —a,))
=E(E(a,(a, —a,)|Y_))
=E(E(e/ |Y,)-E(e,a,|Y,,))
= E(E((th Y, ))-a,E(«, 1Y)
=E(E(a|Y,)~a;)
=E(E(e/ Y, )~ E(e, 1Y)
= E(var(a, |Y,,))
=E(F)
=p



var(v,) = F, = var(e, + €, —a,)
= E[(at +¢, —at)z]—E(at +e—a)
=E(a] +&’ +a +2a,6, —2a,a,-2¢,a) - E(a, + &, —a,)’

= E(a))+ E(s))+ E(a)) + 2E(a.e,) - 2E(aa,) - 2E(g,a,) - [E(a,) + E(&,) - E(a,)[

Dado que ¢, es independiente de o, y de a,,

var(v,) = E(a}) + var(e,) + E(a?) + 2E(a,)E(g,) = 2E(a,a,) — 2E(g,)E(a,) - [E(a,) - E(a,)]
= E(a’)+var(s,) + E(a’) - 2E(a,a,) - [E[E(e, | Y,_))] - E(a,))]
= E(a’)+var(s,) + E(a’) - 2E[E(a,a, | Y, )] -[E(a,) - E(a,)]
= E(a?) + var(s,) + E(a?) - 2E[a,E(a, | Y,_)]-0
= E(a?) + var(e,) + E(a”) - 2E|a’ ]
= E[E(ozt2 Y, )]+ var(g,) — E[af]
=E[E@?|Y.)-a |+ var(e,)
= E[E@?|Y.) - E(a, |Y,,)* ]+ var(e,)
= E[var(a, | Y,_,)]+ var(e,)
=E[P]+o;

=P +o0;
Puesto que 4, = E(e, | Y, ,), de (2) se tiene que
E(a,|Y)=a,+K,v,
Donde K,= P,/ F; es el coeficiente de regresion de o, en v,.
var(e, | Y,) = var(e, | Y, ,,v,)
= Var(at | Yt—l) - COV(Clt >V, )2 Var(vt )_1

=P -P}/F,
=P(-K,)

Las relaciones de actualizacion del tiempo ¢ al tiempo ¢ + 1, son

F, =P +o;, K, =P /F,
P, :E(I_Kl)-i_o-’?

v, =y —a,,
t yt t (3)

=a +Kyv

al+l t toe



Descomposicion de Cholesky

La densidad conjunta de yy,...,y, es

p(y.,---,yn)=p(y1)]i[p(y,IYH) (3)

=2
Vi=)V —4q

V, =Y, —a,
=y,—a,— Ky
=y,—a,—K,(y,—a))

V3 =V; — a3
=y;—a, —K,v,
=ys—a, - K,(y,—a)-K,(y, —a,)
=ys—a,—K,(y,—a)—-K,(y, —a, - K,v))
=V~ 4 K,y —a)-K,(y, —a)+K,K,(y, —a,)
=y;—a,—K,(y, —a))-K,(1-K,)(y, —a))

Vy=V4 —ay

=y, —a; — Ky,

=y,—a,—-K,(y,-a)-K,(1-K,))(y, —a,)-K;(y; —a;)

=y, —a,—K,(y,—a)-K,(1-K,))(y, —a)-K;(y; —a, - K,(y, —a,) -
-K,(1-K,)», —a,)))

=y,—a, —K,(y,—a)-K,(1-K,)(y, —a)) - K;(y; —a) + K;K,(y, —a,) +
+ KK, (1-K,)(»y, —a,))

=y, —a,—K,(y,—a)1-K;)-K,(1-K,)(y, —a)1-K;) - K;(y; —a,)

=y,—a —K;(y;-a)-K,1-K;)(y, —a)-K,(1-K,)(1-K,)(», —a,)

y en general,

v,=y,—a—-K, (y,,—a)-K,,(1-K, )y, ,—a)——
K, (1=K, ) (0=K, (=K, )y, —a) =
~K,(1-K) . .(1-K, )= K, ), —a,) ~
~K,(1-K,)...(0-K, )0~ K, )y, —a,)



Se puede escribir v matricialmente como

1 0 0 0 y, —a
Cy 1 0 0y, —a
v=lcy ¢ 1 Ol y; —a, |=C(y—1a,),
_cnl cn2 Cn3 1__y’l _al_

1 0 o0 0]
Cy 0
C=|cy ¢y 01;
_cnl cn2 Cn3 1_
c,.,=—K

ii— i—1°

Con
¢, =—K,(1-K,)(1-K_)1-K_)

PViseen ) =P, v, )| J

ov, Ov, 0y ov,

oy, Oy,

O, Oy ,
Donde J = % % % %

oy, Oy, Oy ) 5)'/ n

v, v, v, o,

o, Oy v,

1 0
~K, 1 0 0

Asi J = ~K,(1-K,) - K,

-K,(1-K,)--(1-K,,)a -K,---(1-K, ) —-K;---(1-K, )a

Como la anterior es una matriz triangular inferior, su determinante es el producto de los
elementos de la diagonal y por tanto | J|=1y p(y,,...,»,)=pV,...,V,).



Sustituyendo p(v1) = p(v1) y p(vi) = p(iye1) en (3)

P v =] ] 20)

E(v)=E[C(y-1a,)]=CE[(y-1a,)]

= C[E(y)- E(1a,)]
= C[lal —lal]
=0

var(y) = varlC(y ~ 1a)] = E| C(v - 1 [C(y - 1a,)] |
=E[C(y —1a,)(y —1a,)'C']
=CE[(y —1a,)(y - 1a,)']C’

= CE[(y - EQ)(y - EQ)]C’
=CQC'’

En consecuencia, las v, son independientemente distribuidas.
Se define el error de estimacion del estado como
X, =a,—a, con Var(x,)=P;

var(x,) = var(e, —a,)
=E|e, -a,)’ |- E(@, -a,)’
= Ela? —2a,a, + a’ |- [E(a,) - E(a,)]
= E(a’)-2E(a,a,)+ E(a’)-[E(a,) - E(a,)]
- E[E@} |Y,)]-2E[E@,a, |7, )]+ E(a2) - [E[E(@, | Y.)] - E(a)]
= ElE@? |Y,)|- 2E[a, E(e, 1Y, )]+ E(a?) - [E(a,) - Ea,)]
= E[E(a? |Y,)] - 2E[a? ]+ E(a?)
— E[E(@} |Y.)]- E(a?)
= E[E@? Y, )]~ E(E(e, |7,))
~ BBl 1Y)~ E(@,1Y,.,)’]
= E[Var(at | Y,_l)]
= E[P]
=P

t



V,=),— 4,

=a,+¢& —a,
=a,—a, +¢
=x, +¢,

X =y — Ay
=a,+n,—a, —K,v,
=a,—a,+n,—K,v,
=x,+1n, -K,(x, +¢&,)
=(1-K,))x, +n, —K,¢,
=Lx +n -K,e,

donde L =1-K, :O—SZ/F’.

Asi, andlogamente a las relaciones

yt:at+gt’ at+1:at+nt5

Se tienen las relaciones de error

v, =x, +¢&,, x,=Lx +n -K.e¢,, t=1,...,n,
Con x,=a, —a,.

Como

P

+l = COV(aHI > Vt+l ) = COV(O!HI ° xt+l + ‘9t+l )

= COV(QHI > X4 )~ COV(QHI > € )

= COV(“H] > xt+1)

Entonces,

P

1+1

= Var(x,.,) = COV(X, ., @y ) = COV(X,., 1, +17,)
=cov(L,x, +n, - K,&,,a, +1,)

=cov(L,x,,a, +n,)+cov(n,,a, +n,)—cov(K,&,,a, +1n,)
=cov(L,x,,a,)+cov(L,x,,n,)+cov(n,,a,)+cov(n,,n,)—cov(K,s,,a,)—cov(K,e&,,n,)
=L, cov(x,,a,)+ L, cov(x,,n,)+cov(n,,a,)+cov(n,.n)—-K,covie,,a,)— K, cov(s,,n,)

_ 2
=LPF +o,



Suavizacion del estado

Ahora se considerara la estimacion de o.,...,0, dada la muestra completa Y.
Dado que todas las distribuciones son normales, la densidad condicional de o, dado y
es N@,.V,).

Los errores de pronostico vy,...,v, son mutuamente independientes y son una
transformacion lineal de y,...,y,, ademas, vi,...,v, son independientes de yy,...,y,.; con
medias cero.

a,=E(a, | y)=E@, Y, ,v,....v,)

=E(a, |Y, )+ cov[at,(vt,...,vn)’]var[(vt,...,vn)’]fl W05,

-1

cov(a,,v))\|F, - O v,
=a, + : : oo
cov(e,,v,))| O - F | \v,
= -
— 0
F, v,
=a,+[cov(a,,vl.) cov(a,,vn)] : I
' 1
0 — |\,
Fn
Y
.t
=a,+[cov(a,,vj) - cov(a,,v,)
=a, +Zcov(a,,vj)F/.’lvj (4)
j=t

Como a, depende de v, solo paraj =1,...,t-1, entonces cov(a,,v,;)=0 paraj=+¢....,n y

cov(x,,v;)=cov(e, —a,,v;)=cov(a,,v;) —cov(a,,v,) =cov(a,,v,) paraj=1,...,n
Como E(v,)=0 para todo #, entonces

cov(x,,v,) = E(x,v,) — E(x,)E(v,) = E(x,v,) = E[x, (x, + &,)]
= E(xtz) + E(xtgt) = E(xtz) = VaI'(Xt) = Pt

cov(x,, v, )= E(xv,,) =E[x,(x,,, +&,,)]= E(x,x,,,)) = E[x,(L,x, +1, - K &,)]
= LE(x})+E(x,n,)-K,E(x,e,)=L,E(x])=L, var(x,) = L,P,



cov(x,,v

t+1E(x t+l) = Lt+1LtP

to t+2) E(X Vt+2):E[x (‘xl+2 +gl+2 )]:E(.X xt+2) E[.X (Ll+1 t+1 +771+I _Kt+lgt+l )]

COV(xt ’ t+3) E(xtvt+3) E[ (xt+3 + €t+3 )] = E(xtxt+3) = E['xt (Lt+2xt+2 + 77:+2 _Kt+2€t+2 )]

E(X t+2) = Lt+2L L P

t+2 t+1

y en general, cov(x,,v,)=PL,L, L

n—1

Sustituyendo en (4)

= t+1

A Vt t+] t+2
a,=a,+P —+PL, +PLL +-e-
F F

t t+1 1+2
=a,+Pr,_,
donde
Ve Yy Yo Y
ra= F t 41 142 [t 20 B
t t+1 t+2 t+3
A% V A%
_ T+l t+3 n
r,= F +Lt+ +Lt+1Lt+2 + "'+Lt+1Lt+2 "'Ln—l F
t+1 t+2 1+3 n
_
T __+Ltrt
t
_ ! _ _
L=F"v,+Lr, &, =a,+Pr_,, t=mn,...l,

V. =var(e, | y)=var(e, |Y,_,v,,...,V,)

2 %n

-1
=var(a, |Y_)-covla,,(v,,...,v,) ]var[(v,,....v )] cov]er,,(v,,...,v,)']

!
cov(e,,v)\| F, -+ 0 - cov(e,,v;)

cov(a,,v,))| 0 - F,| (cov(e,,v,)

n

)

(6)

!



"1 ; _
F cov(a,,v,)
t
:Pt—[cov(a[,vj) cov(at,vn)] : : :
1
0o - F,, cov(e,,v,)
cov(a,,v,)F,
=P+ [cov(a,,vj) - cov(e,,v,)
cov(a,,v, )Fn’1
n o
=P +Z[cov(al,vj)] F
j=t
2 1 2712 1 271272 1 271272 2 1
Vt:Pt_Pt __Pt Lt _Pt LtLt+l _”._Pt LtLt+l“'Ln—l_
E E+l F;+2 Ez
=P +F’N,,
donde
1 1 1 1 1
N_=—+ Lf -t Lfoﬂ -t LfoHLfQ -t L?Lfﬂ '”Li—l =
F F
t 1+1 t+2 +3 n
1 2 1 2 2 1 2 2 2 1
No=——F L ——+ L Ly ——+ o+ L, L, L F (7
t+1 t+2 1+3 n
15
N, :E+LtNt ()
N, , =F'+L)N,, V,=P -P’N,,, t=mn,...,l,
1 L L, L L.L.,..L
var(r,) = ——var(v,,, ) +—5- var(v,,, ) + = var(v,, ) + -+ — = var(v,)
t+1 t+2 t+3 Fn
1 L, L, L, L,L,,.. L
:F_ZF'H'I_'_FIZI E+2+%E+3+...+%Fn
t+1 t+2 t+3 n
1 1 1 1
= _+Lf+1 _+Lf+1Lf+2 _+"'+Lf+1L¢2+2 “'Li—l =
Ft+l t+2 1+3 Fn

=N

t



Suavizacion de la perturbacion del error &, = E(g, | y)

&, =0u t=n,...l. 9)

Donde, u, = F,'v, = K,r,, y donde la recursion para r esta dada por (6).

El escalar u, es llamado error de suavizacion.

La varianza suavizada var(g, | y) es obtenido por
2 4
var(g, |y)=o, -o,D, t=mn,...,1., donde,

D, =F "' +K}N,, y donde la recursion para N, esta dada por (8).

De (5), v, es independiente de 7, y Var(r,) = N,, tenemos

var(u,) = var(F,'v, = K,r,) = F,” var(v,)+ K var(r,) = F, > F, + KN,
= F;71 + Ktth = Dt

en consecuencia, de (9) se obtiene var(¢,) = o var(u,) = oD,
Los métodos para calcular &, y £, son consistentes, desde que

k1B BB _Brolk

t t t

=og’F™"

et

ét =V _&t
=V, —q _Plrl—l
=V, _Pt(Ft_lvt +Llrt)
=v, =Pl ", +(-K )]
=V, _Pt(Ft_lvt +0-52Fz_1rz)
=V, _PtFtilvt _0-521)11:[717‘1
=F'v,(F,-P)-0,PFr,
:F'tilvt(Pt +O-52_Pz)_O-g2Ktrt
=F;71Vt0-‘52 _O-sthrt

=0, (F v, —K.1,) t=n,..L.



La media suavizada de la perturbacion 77, = E(7, | y) es calculada por

n, = O'f r, t=n,...,1. donde la recursion para r; es dada por (6).

La varianza suavizada del error var(, | y) esta dada por
var(y, | y)=o, —o,N, t=n,...,1. donde la recursion para N, estd dada por (8).
Dado que Var(r;) = N,, tenemos que var(7,) = a,‘; var(r,) = a: N,.

El método para calcular 7, es consistente con la definicion 7, = ¢«,,, —«, , pues

n=a.-q
=a,,+P, 1, —a,+Pr,_

— Y t+17¢t

=a,+K,v,—a,+P v, +Pr_,

—a,+Kv, —a, +[PL(A-K)+02f +P(F v, +Lr)
=a,+K,v,—a,+(PL, +0§ )7, +Pt(Ft"1vt +L,r)
=a,+K,v,—a,+PL,r, +0'jr, +PlFl"1v, +PLr
=a,+K,v,—a,+PL,r, +0'jr, +K,v, +PLr

2
=0,

Se considerara ahora el calculo de &, =E(g, |y) por regresion directa de

A

' A A '
g, =(&,...,€,) enel vector y para obtener &, =(¢,,...,€,)

é=E(z|y)=E(e)+cov(e, y) var(y) [y - E(»)]
=cov(e,»)Q [y -1a,]

COV(EI»,J’,-)=E(€iyj)—E(5i)E(yj)=E(giyj)

:E{gi(oc1 +j§:77t +5].)}

t=1
j—1

:E(gia])+E(£i ﬂ,j_}'E(‘gi‘g])

= E(«%—)E(al)+E(5i)§E(77z)+E(5i‘9j)
:E(gigj) 7

Sti#j, cov(e,y,)=E(¢,e,)=E(s,)E(e;)=0.



Sii=j, cov(e,.,yj)=E(5,-2)=O'5

ol 0 10 0
2 0 1 0

Por tanto cov(e,,y;) = Te . _|=0! . C|l=0l1,
0 0 o’ 0 0 1

De la descomposicion de Cholesky considerada anteriormente, se tiene Q' =C'F'C y
C(y—1a,)=v. Por consiguiente,é =1, ,C'F'C(y-1a,)=c.C'F'v

&g n

1
i NT— 0 0
c c c
O 121 31 nl }7‘1 Vl
c C, 1
o 32 2 0 b O V2
CF v={0 0 1 C,s F,
v,
0O o0 0 1 0 0 —
L i F, |
_ | v, i
Cyy  Cy Co F
1
O 1 C32 CnZ v2
=0 0 1 €, F_2
0 0 0 1| e
L | F,
El término t de el vector C'F v es:
(€] =K K K, (K )UK K, e
t t+1 t+2 t+3
v v,
-(1-K,,)(1-K,,)(1-K,)K, F”—l—(l—KH)"'(I—Kuz)(l—Km)Kf 7
n—1 n

vt+1

A% v v
Z_I_Kz _Lt+1Ktt_+2_Lt+2Lt+])Ktt_+3_'“_
F F
t t+1 t+2 t+3
L .---L . L KV"_—I_L L L Kv_”
n-2 t+2 7+l F n-1 241 F
n-1 n
\% v v v v
_ 1+1 1+2 t+3 n—1
_F_Kt|:F +Lt+1 +Lz+1Lt+2 +"'+Lt+1Lt+2 "'sz +Lz+1Lt+2 "'Ln—l
t t+1 1+2 t+3 n—1

_ -1
_VIE —Ktl"[

Zut




Asi,

Donde
u=CF'v con v=C(y—1a,)
Esto lleva a que

u=CF'C(y-1a)=Q "' (y-1a,)
Donde Q =var(y) y F =CQC’

Observaciones Faltantes

Una ventaja considerable de el enfoque espacio estado es la facilidad con la que pueden
ser tratadas las observaciones faltantes.

Supoéngase que se tieneun modelo local level en el que no se tienen las observaciones y;,
conj = z,...,7%1, para 1<z <7 <n.La forma més obvia de tratar este problema es
definir nuevas series y, donde y, =y, parat=1,...,z-1 y y, =y, . parat=t,....n*

con n* = n-(7*-7).
Como yr :yr* zar*+€r*’ y

Apx = Qg T ey

T

= ar*—z + 771’*—2 + 771*4

:a‘r +771 +"'+771*72 +771*71
:arfl +77171 +771 +”.+77r*72 +77r*71

¥
= a‘rfl + 77171
Donde

EM, )=E@,  +1, 4+ 00y + 1)
:E(nrfl) + E(nr) +eeet E(nr*—2) + E(nr*fl)
=0



Var(ﬂ; Y=var(m,  +1, + -+ 1., +00)
—Var(y, )+ var(y, ) + e+ VA, )+ var,..,)
2 2 2 2
=0 +0. ++0) +0)

=(r* —T)O'j
Entonces, el modelo para y’ la escala de tiempo ¢ =t,..., n* es el mismo que en (1),

excepto que «, =a, , +7, , donde 7,  ~ N[O, (r*—r)oyf].

Sin embargo es mas facil y mas transparente proceder usando el dominio de tiempo
original, de la siguiente manera.

En el tiempo t = 7,...,7*-1, se tiene
a, =a,, +1,,

=0, 1, T+,

=a, +n, +-+0n,,+0,

-1
=a, +)0,
Jj=t
Entonces

-1
at ZE(at |Yt—l)=E(at |le)=E{ar +277j

Jj=t

le\]

t—1
ZE(ar |Yr—1)+ZE(77j |Yr—1)

Jj=t
=E(a,|Y,))

:aT

Y

j=r

t—1
P =var(e, |Y, ) =var(a, |Y, )= Var(ar + Z n;

YIIJ

1—1
= var(a, |YH)+ZVar(77,- 1Y.))
Jj=t

t—1
_ 2
=P + Z o,
j=t

=P +(t —2')0';



y

P

t+1

_ _ 2
=P +(+1-7)o,
_ _ 2 2
=P +(t 1)6,7 +o,

2
=P + o,
Obteniendo las siguientes ecuaciones del filtro de Kalman

P

=a t+1

t+1 t>

=P +o,, t=1,...,7%-1 (10)

Los demas valores de a, y P, son dados por (3) parat=1,...,7y t = t*,...,n. Se puede
entonces usar el filtro original (3) para todo # tomando v, = 0 y K; = 0 en los puntos de
tiempo faltantes. El mismo procedimiento puede ser usado cuando hay mas de un grupo
de observaciones faltantes.

Las recursiones de error en los puntos de tiempo faltantes son
v, =x,t+¢&,, x

=X+, t=1,...,7%1

Dado que K; =0y por lo tanto L, = 1. Las covarianzas entre el estado en los puntos
faltantes y las innovaciones después del periodo faltante estan dadas por

CoV(@,.v.) = PL Ly Loy = P11 1= P,
COV(at,Vj):PtLth ”'Lj—l :Pt '1""'1'Lr*Lr*+1 '”Lj—l :PtLr*er "'qua
para j=7*+1,...,n, t=1,...,7%-1

Como v, =0 parat=7,...,7%1, entonces, de (4)

n
a, =a, + Zcov(a,,v»,)Fj‘lvj parat=z,...,7%-1

j=r*

- — *_
s a,=a,+Pr,_,, t=1,...,7%1

Pronostico

Sea y,,; el prondstico de y, . que da el error cuadratico medio minimo, dada la serie de

tiempo y1,...,», paraj = 1,2,...,J con J algun entero positivo pre-definido. El pronéstico
del minimo error cuadratico medio es la funcién y, . de yi,...,y» que minimiza

E[(yw- —J_/,HA,-)2 |Y, ] Entonces y,,, = E(y,,,|Y,). Esto sigue del resultado de que si x

es una variable aleatoria con media y el valor de A que minimiza E(x—A)* es A= La
varianza del error de pronéstico es denotada por F, o=var(y,,; |Y,).



El prondstico para el modelo local level consiste en filtrar las observaciones
Vs VnsVntls- - -Ynes Usando la recursion (3) y tratando las tltimas J observaciones

Vitls- - - Vnts cOMoO faltantes.

Tomando C_anrj = E(an+_j | Yn) y Pn+/' = Var(ar1+_/'
- _ = _ B 2

yn+j_an+j’ n+j n+j+o-s

a =a P =P  +0° =1
an+j+l - an+j’ n+j+1 n+j O'n s J=1
P>

Implementacion.

opsdjhosdjthjgfnh
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