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El Modelo Local Level 
 

 

Introducción 
 

En este trabajo se pretende presentar formalmente uno de los modelos básicos asociados 

al análisis de series de tiempo por métodos de estado espacio Gaussianos, el modelo 

Local Level. 

Este modelo tiene algunos elementos algebraicos un poco complejos y por ello se quiere 

describir los procedimientos paso a paso para su mejor comprensión; entre ellos se 

encuentran algunas técnicas básicas del análisis del Espacio Estado como filtrado, 

suavización, inicialización y estimación de los parámetros. Se presentará además, un 

ejemplo ilustrativo con una serie simulada en la que se aplican las técnicas y 

procedimientos descritos en este trabajo. 

 

 

El Modelo Local Level 
 

El modelo local level se puede ser descrito por los 2  siguientes procesos 
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donde ty  se conoce como la ecuación de medida y tα  como la ecuación de transición. 
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Por tanto 
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Las observaciones yt generadas por el modelo local level se representan como un vector 

y de n x 1, tal que  
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donde el elemento (i,j) de la matriz Σ de n x n  está dado por 
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Para i = j 
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Como las εt y las ηt  son mutuamente independientes y son independientes de 

α1, entonces  
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Para i < j 
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Como yi es independiente de εj y de ηt para it ≥  
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Como αi y εi son independientes 
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De la misma manera se puede probar que para i > j ,  2

1 )1( ησ−+=Σ jPij  

 

 

El Filtro de Kalman 
 

El objetivo del filtro de Kalman es actualizar el conocimiento del sistema cada vez que 

es recogida una nueva observación yt. 

 

Sea Yt-1 el conjunto de observaciones pasadas {y1,…,yt-1} y asúmase que la distribución 

condicional de αt dado Yt-1 es ),( tt PaN  donde ta y Pt serán determinadas. Dado que 

ta y Pt son conocidas, el objetivo es calcular 1+ta y Pt+1 cuando yt es recogida. 

 

Dado que )|()|( 11 tttttt YEYEa ηαα +== ++   y  )|var()|var( 11 tttttt YYP ηαα +== ++ , 

de (1) se tiene 
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Sea ttt ayv −=  y )var( tt vF = , entonces 
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Así [ ] 0)|()( 1 == −ttt YvEEvE  y 
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Así, vt  y  yj  son independientes para j = 1,…, t-1. Cuando Yt es fija Yt-1 y yt son fijas, así 

Yt-1 y vt son fijas y viceversa. Por tanto,    

),|(),|(),|()|( 111 tttttttttttt vYEavYEyYEYE −−− =+== αααα  y de la misma forma 

),|var()|var( 1 ttttt vYY −= αα .  
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Donde  
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Dado que  εt es independiente de αt y de ta , 
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Puesto que )|( 1−= ttt YEa α , de (2) se tiene que 

 

ttttt vKaYE +=)|(α  

 

Donde Kt = Pt / Ft  es el coeficiente de regresión de αt en vt.  
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Las relaciones de actualización del tiempo t al tiempo t + 1, son 
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Descomposición de Cholesky 
 

 

La densidad conjunta de y1,…,yn  es 
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y en general, 
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Se puede escribir v matricialmente como 
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donde C es la matriz superior 
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Como la anterior es una matriz triangular inferior, su determinante es el producto de los 

elementos de la diagonal y por tanto | J | = 1 y ),,(),,( 11 nn vvpyyp …… = . 



Sustituyendo p(v1) = p(y1) y p(vt) = p(yt|yt-1) en (3) 
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En consecuencia, las vt son independientemente distribuidas. 

 

Se define el error de estimación del estado como  

 

                      ttt ax −=α       con        Var(xt)=Pt 
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donde  
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Así, análogamente a las relaciones  
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Se tienen las relaciones de error 
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Entonces, 
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Suavización del estado 
 

Ahora se considerará la estimación de α1,…,αn dada la muestra completa Yn. 

Dado que todas las distribuciones son normales, la densidad condicional de αt   dado y 
es ),ˆ( tt VN α . 

 

Los errores de pronóstico v1,…,vn  son mutuamente independientes y son una 

transformación lineal de y1,…,yn, además, v1,…,vn  son independientes de y1,…,yt-1 con 

medias cero.  
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Como ta  depende de jv  solo para j =1,…,t-1, entonces 0),cov( =jt va  para j = t,…,n  y 

 

 

),cov(),cov(),cov(),cov(),cov( jtjtjtjttjt vvavvavx ααα =−=−=  para j = t,…,n 

 

Como E(vt)=0  para todo t, entonces 
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Suavización de la perturbación del error  )|(ˆ yE tt εε =  
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…ntu tt == εσε                      (9) 

 

Donde, ,1

ttttt rKvFu −= −  y donde la recursión para rt está dada por (6).  

 

El escalar ut es llamado error de suavización.  

 

La varianza suavizada )|var( ytε  es obtenido por 
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De (5), vt es independiente de rt, y Var(rt) = Nt , tenemos 
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en consecuencia, de (9) se obtiene 
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Los métodos para calcular 
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La media suavizada de la perturbación )|(ˆ yE tt ηη =  es calculada por 

 

.1,,ˆ
                     ,

2
…ntrtt == εση  donde la recursión para rt es dada por (6). 

 

 

La varianza suavizada del error )|var( ytη  está dada por 
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Dado que Var(rt) = Nt, tenemos que 
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El método para calcular 
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Se considerará ahora el cálculo de )|(ˆ yE tt εε =  por regresión directa de 

),,( 1
′= nt εεε …  en el vector y para obtener )ˆ,,ˆ(ˆ
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De la descomposición de Cholesky considerada anteriormente, se tiene CFC
11 −− ′=Ω  y 

vayC =− )( 11 . Por consiguiente, vFCayCFCI n
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El término t de el vector C’F
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Así,  
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Donde 
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Observaciones Faltantes 
 

Una ventaja considerable de el enfoque espacio estado es la facilidad con la que pueden 

ser tratadas las observaciones faltantes. 

 

Supóngase que se tieneun modelo local level en el que no se tienen las observaciones yj, 

con j = τ,…,τ*-1, para n≤<< *1 ττ . La forma más obvia de tratar este problema es 

definir nuevas series *

ty donde 
tt yy =*  para t = 1,…,τ-1  y  ττ −+= *

*

tt yy  para t = t,…,n* 

con n* = n-(τ*-τ). 
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Entonces, el modelo para *

ty  la escala de tiempo t = t,…, n* es el mismo que en (1), 

excepto que 11 −− += τττ ηαα  donde *

1−τη ~ [ ]2)*(,0 ησττ −N . 

 

Sin embargo es más fácil y más transparente proceder usando el dominio de tiempo 

original, de la siguiente manera. 
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Obteniendo las siguientes ecuaciones del filtro de Kalman 

 

1*,,              ,                 , 2

11 −=+== ++ ττση …tPPaa tttt
                  (10) 

 

Los demás valores de at y Pt son dados por (3) para t = 1,…,τ y t = t*,…,n. Se puede 

entonces usar el filtro original (3) para todo t tomando vt = 0 y Kt = 0 en los puntos de 

tiempo faltantes. El mismo procedimiento puede ser usado cuando hay mas de un grupo 

de observaciones faltantes. 

 

Las recursiones de error en los puntos de tiempo faltantes son 
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Dado que Kt = 0 y por lo tanto Lt = 1. Las covarianzas entre el estado en los puntos 

faltantes y las innovaciones después del periodo faltante están dadas por 
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Como vt = 0 para t = τ,…,τ*-1, entonces, de (4) 
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Pronóstico 
 

Sea 
jny +  el pronóstico de 

jny + que da el error cuadrático medio mínimo, dada la serie de 

tiempo y1,…,yn para j = 1,2,…,J con J algún entero positivo pre-definido. El pronóstico 

del mínimo error cuadrático medio es la función 
jny + de y1,…,yn que minimiza 

[ ]
njnjn YyyE |)( 2

++ − . Entonces )|( njnjn YyEy ++ = . Esto sigue del resultado de que si x 

es una variable aleatoria con media µ el valor de λ que minimiza 2)( λ−xE  es λ = µ. La 
varianza del error de pronóstico es denotada por )|var( njnjn YyF ++ = .  

 



El pronóstico para el modelo local level consiste en filtrar las observaciones 

y1,…,yn,yn+1,…,yn+J usando la recursión (3) y tratando las últimas J observaciones 

yn+1,…,yn+J como faltantes. 

 

Tomando )|( njnjn YEa ++ = α  y )|var( njnjn YP ++ = α , se sigue de la ecuación (10) 
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Implementación. 
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