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Resumen

En este documento presentamos un analisis de los tiempos de cémputo
y la calidad de las soluciones obtenidas al resolver sistemas de ecuaciones
tridiagonales y pentadiagonales con métodos directos e iterativos. Para
problemas de gran dimensién, se obtienen mejores soluciones con los
métodos iterativos, mientras que para los problemas con dimensién menor
a 50 x 50 pueden obtenerse mejores soluciones con los métodos directos.

Palabras Claves: Matrices Dispersas, Matrices Banda, Matrices de gran
dimension, Métodos de Almacenamiento, Factorizacion de Matrices.

1. Introduccion

En la solucién de sistemas de ecuaciones lineales, algunas de las matrices
asociadas pueden tener una estructura que es posible aprovechar para mejorar
la eficiencia del método de solucién. La complejidad de los algoritmos puede
variar dependiendo de la estructura de la matriz y en algunos casos, representa
grandes diferencias al momento realizar calculos con ellas. Se busca utilizar
métodos que permitan agilizar los cédlculos y ser lo més eficiente posibles en
cuanto al uso de recursos.

Dado que muchos problemas requieren el uso de matrices de gran tamano, es
necesario encontrar métodos y procedimientos que faciliten su tratamiento y la
solucién de sistemas de ecuaciones asociadas. Para esto es necesario valerse de las
propiedades que pueda tener una matriz, por ejemplo, evitar el almacenamiento
de todos sus elementos al representarlas de una manera més simple. Como el
caso de las Matrices Dispersas.

Las matrices dispersas son aquellas que poseen un alto porcentaje de sus
elementos iguales a cero. Esta caracteristica permite usar estructuras especiales
para almacenar Unicamente los elementos diferentes de cero para reducir el uso



de memoria y agilizar los céalculos, lo que hace que la informacién relevante
pueda almacenarse reduciendo la cantidad de memoria utilizada[5].

Se pretende analizar este tipo de matrices, sus diferentes formas de
almacenamiento y el tratamiento con el fin de encontrar formas para mejorar el
tiempo de computo requerido y la memoria utilizada. Algunos de los tipos de
almacenamiento mas conocidos para matrices dispersas son, el almacenamiento
por coordenadas y el almacenamiento por filas o columnas comprimidas. En el
caso de las matrices tridiagonales o pentadiagonales simplemente se almacenan
las diagonales de la matriz en vectores.

La intencién es analizar los resultados y el comportamiento de los métodos
de factorizacion existentes como Crout, Cholesky y Dolytle, y de los métodos
iterativos de Jacobi y Gauss-Seidel, y a partir de éstos, realizar modificaciones
que permitan hacer més eficientes los procesos para el tratamiento de este tipo
de problemas.

2. Conceptos Preliminares

A continuacion, se presentan algunos conceptos que se consideran fundamen-
tales para el desarrollo del tema tratado en este trabajo.

Para las siguientes definiciones, es importante tener presente la posicién en
la que se encuentran los elementos de la matriz, es decir,

Sii=j el elemento estd en la diagonal
ai; — Sii<j el elemento esta sobre la diagonal
Sii>j el elemento estda debajo de la diagonal

Definicién 1 Matriz triangular superior

Una matriz triangular superior de n x n, U = (u;;) tiene, para toda j =
1,2,...,n , los elementos
w — 0 si1> ]
v Cualquier valor ¢ < j

Un ejemplo de este tipo de matrices es:

1 -3 721 O
0 3 6 0 2
U=|0 0 5 12 13
0 0 0 7 10
0 0 0 0 -11

Notese que todos los elementos por debajo de la diagonal son ceros y que los
elementos que estan en la diagonal o por encima de ésta pueden tomar cualquier
valor, incluyendo el cero.



Definicién 2 Matriz triangular inferior
Una matriz triangular inferior, L = (l;;) tiene, para toda j = 1,2,...,n , los
elementos [6]

Lo — 0 s11<j
Y71 Cualquier valor 1> j

Un ejemplo de este tipo de matrices es:

1 0 0 0 O
7T 3 0 0 O
L= -3 4 5 0 0
5 0 4 -7 0
9 11 0 6 11

Noétese que todos los elementos por encima de la diagonal son ceros y que los
elementos que est[an en la diagonal o por debajo de ésta pueden tomar cualquier
valor, incluyendo el cero.

Definicion 3 Matriz transpuesta

La transpuesta de una matriz A = (a;j) de n x m es una matriz A*, donde para
cada i, los elementos de la i-ésima columna de At son los mismos que los de la
i-ésima fila de A, es decir, A" = (a;;).

A continuacion se presenta un ejemplo de una matriz y su transpuesta:

1 0 4 13 3 1 7 3 5 9
7 3 11 4 4 0 3 4 13 11
A=13 4 5 23 15/AT=1[4 11 5 4 14
5 13 4 7 2 13 4 23 7 2
9 11 14 6 11 3 4 15 2 11

Nétese que las filas de A son las columnas de AT.

Definiciéon 4 Matriz estrictamente diagonal dominante
Una matriz A de n X n es estrictamente diagonal dominante cuando

|aii| > Z;’L:l,j;éz’ |ai;]

El siguiente es un ejemplo de este tipo de matrices

30 1 1 2 3

0 13 4 3 —6

A= 4 3 —-15 4 0
—-13 4 3 27

3 4 1 2 1

Note que los elementos de la diagonal en valor absoluto, son mayores que la
suma de los elementos (en valor absoluto) de la respectiva fila y columna.



Definiciéon 5 Matriz definida positiva
Una matriz A es definida positiva si es simétrica y, v'Ax > 0, para todo vector
columna n dimensional x [1].

Estas matrices cumplen ciertas caracteristicas que se presentan en el Teorema
1.

Teorema 1 Si A es una matriz definida positiva n X n, entonces:

= A es no singular
= a;; >0, para cadat=1,2,...,n
= mazi<k,j<n|ars| < mazi<icn|aiil

» (ai;)? < agajj parai#j

A continuacién se presenta un ejemplo de una matriz definida positiva
tomado de [1],

2 -1 0
A= -1 2 -1
0 -1 2

Veamos que ' Az > 0. Sea x un vector columna de dimensién 3 x 1.

2 -1 0 1
xtAm:[xl To xg] -1 2 =1 |29
0 -1 2 T3

Realizando las operaciones y rearreglando los términos obtenemos:

L 23:% — 2x129 + 23:% — 293 + 233%

= a2+ (2] — 22120 + 23) + (35 — 2x023 + 23) + 23

= 22+ (z1 —22)* + (22 — 23)% + 23
Como todos los términos estan elevados al cuadrado, se tiene que z!Ax > 0 en
todos los casos, excepto cuando x1 = 29 = x3 = 0.

Definicién 6 Matriz banda

Una matriz de n X n recibe el nombre de matriz banda si existen los enteros p y
g con 1 <p,q <mn, que tienen la propiedad que a;; = 0 siempre que i +p < j o
j+q <i. El ancho de banda de este tipo de matrices se define como w = p+q—1.



A continuacién se presenta un ejemplo de una matriz de 8 x 8 con ancho de
banda 4, es decir, p=2y q¢q=3

51 1 0 0 0 0 0

113 4 3 0 0 0 O

0 3 15 4 7 0 0 O

A — 0 0 8 27 2 6 0 O
0 0 0 2 11 5 12 0

0 0 0 0 4 12 2 4

0o 0o 0 0 0 3 5 21

L0 0 0 0 0 0 2 13

En esta matriz, se ve claramente que los elementos por debajo de la primera
subdiagonal y por encima de la segunda superdaigonal, son iguales a cero.

Al factorizar este tipo de matrices, se conservan caracteristicas de su
estructura, como enuncia el Teorema 2.

Teorema 2 Supongamos que A € R™*"™ tiene una factorizacion LU . Si A tiene
un ancho de banda inferior p y un ancho de banda superior q , entonces U es
una matriz banda triangular superior con ancho de banda q y L una triangular
inferior con ancho de banda p [3].

Se presenta una matriz banda A y su respectiva factorizaciéon en dos matrices,
L y U que son triangular inferior y superior respectivamente.

4100 0 0 40 0 0 0 0710 02 0 0 0
151000 10 47 0 0 o0f]|0 10 02 0 0
116 100/=][100758 0 0[]0 0 10 01 0
011710 0 1,0 07 68 0|0 0 0 10 0,1
0011 81 0 0 10 08 78/ |0 0 0 0 10

Note que la matriz L sélo tiene elementos diferentes de cero en la diagonal
y en la subdiagonal y la matriz U, en la diagonal y en dos superdiagonales,
conservando asi, la estructura de la matriz A.

Definicién 7 Matrices dispersas estructuradas y no estructuradas

Las matrices dispersas estructuradas son aquellas que tienen las entradas
diferentes de cero formando un patron regular, permitiendo asi, crear un
algoritmo que permita determinar donde estdn sus elementos. Por otro lado,
las matrices no estructuras, son las que no presentan ningun patréon definido en
sus entradas no nulas [4].

Sistemas de gran dimensién
Se considera que un sistema es de gran dimensién, cuando la dimensién de
la matriz asociada al sistema de ecuaciones es muy grande y los costos de
computacién son elevados [4].

Como los datos obtenidos en los diferentes experimentos realizados, tienen
mucho riudo, se utiliza el Filtro de Hodrick y Prescott buscando suavizarlos. A
continuacién se presenta una descripcién de éste.



Filtro de Hodrick y Prescott

Filtro con origen en el método de Whittaker-Henderson de tipo A”. La idea
de este filtro es extraer el componente tendencial de una serie. Hodrick y Prescott
proponen que éste componente es el que minimiza:

S = )2+ A S (741 — 7t) — (70— 7o) 1)

Donde el primer término hace referencia a la suma de las desviaciones de la serie
con relacién a la tendencia al cuadrado, y mide el grado de ajuste. El segundo
término es la suma de cuadrados de las segundas diferencias de los componentes
de tendencia y mide el grado de suavidad. Lo que se logra con este modelo es
el cambio suave de la tendencia en el tiempo [8].

3. Almacenamiento

Cuando se realizan operaciones con matrices cuyas entradas en algunos casos
son ceros, en algunos casos su resultado es predecible, y por esto no tiene
sentido almacenarlos. En esta investigacién, se quieren conocer los limites de
almacenamiento de diferentes estructuras en MATLAB ya que a partir de estos
resultados, es posible establecer las ventajas que se obtienen al utilizar métodos
que permitan almacenar la informaciéon de las matrices dispersas optimizando
los recursos computacionales y disminuyendo el consumo de memoria.

3.1. Almacenamiento en MATLAB

Se consideraron matrices, vectores y almacenamiento tipo Sparse en
MATLAB (estructura que usa MATLAB para almacenar una matriz dispersa en
vectores). En cada uno de estos casos se determiné la dimensién limite posible
para almacenarlos y el tiempo que toma crear la matriz segin su dimensién. A
continuacion se describird con detalle cada uno de estos casos.

3.1.1. Capacidad de Almacenamiento de Matrices Dispersas

Se pretende determinar la méxima capacidad de almacenamiento para
almacenar matrices dispersas en un formato especial segun la densidad, es decir,
la proporcién de elementos diferentes de 0 en la matriz con respecto a los que
no lo son. En la figura 1 se presentan los resultados.

Los resultados obtenidos en la Figura 1, indican que a mayor densidad, es
menor la dimensién maxima de la matriz que puede almacenarse y es mayor
el tiempo requerido para crearla. Esto tiene sentido, ya que a menor densidad,
menor es la dimensién de los vectores requerida para almacenar los elementos
diferentes de cero.
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Figura 1: Almacenamiento de matrices dispersas

3.1.2. Capacidad de Almacenamiento de vectores

Para determinar la capacidad de almacenamiento de vectores, se crearon
tres tipos diferentes: un vector lleno de ceros, un vector lleno de unos y uno con
elementos aleatorios. Los tiempos obtenidos para la creacién de cada matriz se
presentan en la figura 2.

Vector de unos
Vector de ceros
Vector de aleatorios

O D N8 D qY (P @ ) o A D R PP

Dimension (millones)

Figura 2: Almacenamiento de vectores

Los resultados presentados en la figura 2 muestran que la dimensién maxima
para los tres tipos de vectores es la misma, aproximadamente 58000,000, pero
es claro que la creacién de vectores con elementos aleatorios toma mas tiempo
en la mayoria de los casos.

3.1.3. Capacidad de Almacenamiento de matrices

Para determinar la capacidad de almacenamiento de matrices, se crearon
tres tipos diferentes: una matriz llena de ceros, una matriz llena de unos y una



con elementos aleatorios. Los tiempos obtenidos para la creacién de cada matriz
se presentan en la figura 3

8 — Aleatorios

Tiempo

— ceros
6 Unos

ﬂ
I\
/|

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000

Dimension

Figura 3: Almacenamiento de matrices

Como se ve en la figura 3, la dimensién maxima para las matrices con
elementos aleatorios es de 4700 x 4700, y el tiempo para crearlas siempre es
mayor que el tiempo requerido para las matrices de ceros y unos. Por otro lado,
la dimensién méaxima para las matrices de ceros y unos es 7600 x 7600 y el
tiempo para crearlas no tiene una tendencia definida entre las dimensiones 6000
y 7500 aproximadamente, cuando lo que se espera, si se tiene un sélo proceso
en el computador, es un tiempo con tendencia creciente.

4. Solucion de Sistemas de Ecuaciones

Se busca resolver un sistema de ecuaciones de la forma Ax = b, donde
A es una matriz dispersa, x el vector de la incégnitas y b el vector con
los términos independientes. Este sistema de ecuaciones puede resolverse con
métodos directos e iterativos, teniendo en cuenta que cuando se aplican métodos
directos se presentan errores de redondeo y es posible que se requiera més
memoria por la presencia del fill-in [7].

4.1. Meétodos Directos

Los métodos directos son técnicas que permiten obtener un resultado en un
nimero determinado nimero de iteraciones [1]. Como se dijo anteriormente, se
pueden presentar inconvenientes debido a los errores de redondeo, y en el caso
de las matrices dispersas por causa del fill-in. Se trabajara con los métodos de
Cholesky, Dolytle y Crout. A continuacién se dard una breve descripcién de
estos métodos.



4.1.1. Factorizacion LU

Se busca factorizar la matriz A como el producto de dos matrices L y
U siendo L una matriz triangular inferior y U, triangular superior, es decir,
A = LU. La diagonal principal de alguna de estas dos matrices consta de unos
[1]. Después, buscando solucionar el sistema de ecuaciones Az = b, se resuelve
el siguiente problema:

Lz=1b
Ux =

Estos dos sistemas pueden resolverse con sustitucién progresiva y regresiva
respectivamente. Cuando la diagonal principal de la matriz L consta de unos,
se conoce como factorizacién de Dolytle, en el caso en que ocurra esto para la
matriz U, se conoce como factorizacién de Crout [5].

Se presenta un ejemplo de factorizaciéon de Crout de un sistema de 6 x 6,

Sea A la matriz que representa el sistema de ecuaciones y b el vector de
términos independientes.

41 0 0 0 O
1 51 00 0
01 6 1 00
A= 001 7 10
00 01 8 1
00 001 9
6
7
8
b= 9
10
11
Se obtiene la factorizacién
4 0 0 0 0 0 1 025 0 0 0 0
1 475 0 0 0 0 0 1 031 0 0 0
A 0 1 578 0 0 0 « 0 0 1 017 0 0
10 0 1 682 0 0 0 0 0 1 014 0
0 O 0 1 78 0 0 0 0 0 1 0,112
0 0 0 0 1 8487 0 0 0 0 0 1

Se resuelve el sistema Lz = b de forma progresiva y se obtiene,
z=[15 115 1,18 1,14 1,12 1,11 ]"

a partir de este resultado, se resuelve el sistema Ux = z de forma regresiva
y se obtiene la solucién del sistema,
x=[126 094 1 1 098 1,11]"



4.1.2. Factorizacién Cholesky

Se busca factorizar la matriz A como el producto de dos matrices L y U
siendo L una matriz triangular inferior y U, triangular superior, estableciendo
la siguiente condicién:

L(i,i) = U(i,0) parai=1,...,n
Después, buscando solucionar el sistema de ecuaciones Ax = b, se resuelve el
siguiente problema:

Lz=1b
Ux =

Estos dos sistemas pueden resolverse con sustitucién progresiva y regresiva re-
spectivamente. Las matrices que se deseen factorizar con este método deben ser
definidas positivas [3].

Se presenta un ejemplo de este tipo de factorizacién de un sistema de 5 x 5,

Sea A la matriz que representa el sistema de ecuaciones y b el vector de
términos independientes.

A= o -1 2 -1
0 o -1 2 -1
0 0 0o -1 2
5
6
b=|7
8
9
Se obtiene la factorizacién
1,41 0 0 0 0 141 -0,70 0 0 0
-0,70 1,22 0 0 0 0 1,22 -0,81 0 0
A= 0 -0,81 1,15 0 0 x| O 0 1,15 —0,89 0
0 0 -0,89 1,11 0 0 0 0 1,11 —-0,89
0 0 0 -0,89 1,09 0 0 0 0 1,09

Se resuelve el sistema Lz = b de forma progresiva y se obtiene,
7z = [ 3,53 6,94 10,96 15,65 20,99 ]T

a partir de este resultado, se encuentra la solucién del sistema resolviendo
Uz = z de forma regresiva y se obtiene
X = [ 15,83 26,66 31,50 29,33 19,16 }T

10



4.1.3. Factorizacién LDM7T y LDL”

Se busca factorizar la matriz A como el producto de tres matrices LDMT
siendo L y M matrices triangulares inferiores y D una matriz diagonal con
elementos positivos [1]. A partir de esta factorizacién se resuelve el sistema
Ly = b por sustitucién progresiva, el sistema Dz = y de forma inmediata (dado
que D es una matriz diagonal) y por tltimo M Tz = z por sustitucién regresiva.
Cuando la estructura de la matriz A es simétrica, se obtiene que L = M y de
ahi la factorizaciéon LDL”T para matrices simétricas.

4.2. Métodos iterativos

La idea de los métodos iterativos es partir de una solucién inicial del sistema
de ecuaciones y encontrar una sucesién de soluciones que se busca converjan a la
solucidn del sistema[9]. Estos métodos tienen una gran ventaja con relacion a los
métodos directos pues no presentan errores de redondeo ni se da el efecto fill-in,
pero cuando las matrices son mal condicionadas se pueden presentar dificultades
para aplicarlos [2]. En este proyecto se trabajard con el método de Jacobi y el
método de Gauss Seidel. A continuacién se presenta una breve descripcién de
éstos.

4.2.1. Método de Jabobi

El método de Jacobi es uno de los métodos més sencillos. Estd definido para
matrices que no tienen ceros en su diagonal. Este método consiste en resolver
la i-ésima ecuacién en Az = b buscando obtener

n
ai]‘l‘j bi
- (22T — 2
i Z (aii)+aii ()
J=1,j#i

k+1)

y poder encontrar cada :vg usando la siguiente expresion para cada ¢ desde

1 hasta n [1]:
=y (g Q@

s Qs
j=1j#i " "
A continuacién se ilustra este método con un ejemplo de un sistema de 4 x 4

Sea A la matriz que representa el sistema de ecuaciones y b el vector de términos
independientes.

10 -1 2 0
-1 11 -1 3
2 -1 10 -1
0 3 -1 8



En la Tabla 1 se presentan los resultados de cada iteraciéon y el error
respectivo, en este caso, se definié 1000 como el niimero méaximo de iteraciones
y 1077 como el error deseado.

Tabla 1: Ejemplo método de Jacobi

iteracion T To T3 T4 error
1 0.6000 | 2.2727 | -1.1000 | 1.8750 | 3.2017
2 1.0473 | 1.7159 | -0.8052 | 0.8852 | 0.8622
3 0.9326 | 2.0533 | -1.0493 | 1.1309 | 0.3929
4 1.0152 | 1.9537 | -0.9681 | 0.9738 | 0.1375
5 0.9890 | 2.0114 | -1.0103 | 1.0214 | 0.0674
6 1.0032 | 1.9922 | -0.9945 | 0.9944 | 0.0253
7 0.9981 | 2.0023 | -1.0020 | 1.0036 | 0.0120
8 1.0006 | 1.9987 | -0.9990 | 0.9989 | 0.0047
9 0.9997 | 2.0004 | -1.0004 | 1.0006 | 0.0021
10 1.0001 | 1.9998 | -0.9998 | 0.9998 | 0.0009
11 0.9999 | 2.0001 | -1.0001 | 1.0001 | 0.0004
12 1.0000 | 2.0000 | -1.0000 | 1.0000 | 0.0002
13 1.0000 | 2.0000 | -1.0000 | 1.0000 | 0.0001
14 1.0000 | 2.0000 | -1.0000 | 1.0000 | 0.0000
15 1.0000 | 2.0000 | -1.0000 | 1.0000 | 0.0000

16 1.0000 | 2.0000 | -1.0000 | 1.0000 | 0.0000
17 1.0000 | 2.0000 | -1.0000 | 1.0000 | 0.0000
18 1.0000 | 2.0000 | -1.0000 | 1.0000 | 0.0000
19 1.0000 | 2.0000 | -1.0000 | 1.0000 | 0.0000
20 1.0000 | 2.0000 | -1.0000 | 1.0000 | 0.0000
21 1.0000 | 2.0000 | -1.0000 | 1.0000 | 0.0000

4.2.2. Método de Gauss-Seidel

Cuando se usa el método de Jacobi, en cada iteracién, no se utilizan los

(k+1) (k)
2

valores de x que se van encontrando, es decir, para hallar = , se utiliza

en lugar de xgkﬂ) que ya se ha calculado. Si se hace este cambio en el algoritmo,
buscando siempre utilizar los valores que se han obtenido maés recientemente,
se obtiene el método de Gauss-Seidel [3]. Aunque en la mayoria de los casos se
obtienen mejores soluciones con este método que con el de Jacobi, se debe tener
presente que con algunos sistemas de ecuaciones, Jacobi converge y Gauss-Seidel
no [1].

Se presenta el mismo ejemplo que se realizé con Jacobi de un sistema de
4 x 4 para observar las diferencias en los resultados. En la Tabla 2 se presentan

los resultados de cada iteracién y el error correspondiente.
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Tabla 2: Ejemplo método de Gauss-Seidel

iteracion T To T3 T4 error
1 0.6000 | 2.3273 | -0.9873 | 0.8789 | 2.7429
2 1.0302 | 2.0369 | -1.0145 | 0.9843 | 0.0580
3 1.0066 | 2.0036 | -1.0025 | 0.9984 | 0.0336
4 1.0009 | 2.0003 | -1.0003 | 0.9998 | 0.0049
5 1.0001 | 2.0000 | -1.0000 | 1.0000 | 0.0006
6 1.0000 | 2.0000 | -1.0000 | 1.0000 | 0.0001
7 1.0000 | 2.0000 | -1.0000 | 1.0000 | 0.0000
8 1.0000 | 2.0000 | -1.0000 | 1.0000 | 0.0000
9 1.0000 | 2.0000 | -1.0000 | 1.0000 | 0.0000

En este caso, con el método de Gauss-Seidel se obtuvo una solucién en 9
iteraciones, mientras que con el método de Jacobi, se necesitaron 21.

4.3. Meétodos para matrices tridiagonales y pentadiago-
nales

Dado que las matrices tridiagonales y pentadiagonales tienen una gran
cantidad de elementos iguales a cero, es de gran utilidad pensar en métodos que
almacenen unicamente los elementos diferentes de cero y asi, se pueda lograr el
almacenamiento de una mayor cantidad de datos y la reduccion del tiempo
computacional. Se implementaron los métodos de Dolytle, Crout, Cholesky,
Jacobi y Gauss-Seidel aprovechando las propiedades de estas matrices, es decir,
almacenando tnicamente los elementos diferentes de cero buscando un menor
tiempo computacional y una reduccién en el uso de la memoria.

En el Algoritmo 1 se presenta el algoritmo de Dolytle para factorizar matrices
tridiagonales, las entradas de este algoritmo son un vector a con la diagonal, un
vector b con la superdiagonal y un vector ¢ con la subdiagonal. Las salidas son
cuatro vectores con la informacién de las diagonales de U y L, la subdiagonal
de L y la superdiagonal de U. El algoritmo de Crout es similar a éste, teniendo

en cuenta que en Crout la matriz que presenta unos en la diagonal es U en lugar
de L.
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Algoritmo 1 Dolytle para matrices tridiagonales
function[L1,L2,U1,U2] = Cholesky(a,b, c)
n = length(a);

L1 = ones(1,n);
L2 = zeros(1,n — 1);
Ul = zeros(1,n);
U2 = zeros(1,n — 1);
if a(1) # 0 then
U2 =b;
U1(1) = a(1);
12(1) = o(1)/U1(1);
for k=2:ndo
Ul(k) =a(k) — L2(k — 1)« U2(k — 1);
if k <nAUL(k) #0 then
L2(k) = c(k)/UL(k);
else if U1(k) == 0 then
fprintf(’Divisién por cero’)
end if
end for
else
fprintf("Divisién por cero’)
end if

Dada la estructura de la factorizacién de Cholesky, cuando la matriz
tridiagonal es simétrica, la factorizacién obtenida sélo tiene que almacenarse
en dos vectores, uno que contenga las diagonales, y otro, la subdiagonal de L
y la superdiagonal de U (que son iguales). La estructura de este método se
presenta en el Algoritmo 2.

14



Algoritmo 2 Cholesky para matrices tridiagonales

function[L1,L2,U1,U2] = Cholesky(a,b, c)
n = length(a);
Diagonales = zeros(1,n);
Sub = zeros(1,n — 1);
if a(1) > 0 then
Diagonales(1) = sqrt(a(1));
Sub(1) = b(1)/Diagonales(1);
k=2
fin=0;
while k <=n A fin ==0 do
if a(k) — Sub(k —1)? > 0 then
Diagonales(k) = sqrt(a(k) — Sub(k — 1)2);
if Diagonales(k) # 0 Ak < n then
Sub(k) = b(k)/Diagonales(k);
else if Diagonales(k) == 0 then
fprintf(’Divisién por cero’)
fin=1;
end if
else
fprintf("Divisién por cero’)
fin=1;
end if
k=k+1
end while

fprintf("Valor negativo en la posicion (1), no se puede ejecutar el método’)
end if
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El trato de matrices pentadiagonales es andlogo al de las matrices
tridiagonales, agregando dos vectores a la entrada con la informacién de la
nuevas filas que tienen valores diferentes de cero, y la salida del algoritmo,
tiene dos vectores més, uno con una subdiagonal més de L, y otro, con una
superdiagonal mas de U. En el Algoritmo 3 se presenta el método de Crout
para factorizar matrices pentadiagonales. El algoritmo de Dolytle para este tipo
de matrices es muy similar a éste.

Algoritmo 3 Crout para matrices pentadiagonales
function[L1,L2,U1,U2] = Crout(a,b,c,d,e)
n = length(a);
L1 = zeros(1,n);
L2 = zeros(1,n — 1);
L3 = zeros(1,n — 2);
Ul = ones(1,n);
U2 = zeros(1,n — 1);
U3 = zeros(1,n — 2);
if a(1) # 0 then

L3 =€

a(1);
d(1)7
b(1)/L1(1);

L1 a(2) - (U2(1) * L2(1));

d(2) 1

3

(2) — (U2(1) x L3(1))

do
U3(k —2) =c(k—2)/L1(k — 2);

U2(k — ) (b(k —1) — L2(k — 2) x U3(k — 2))/L1(k — 1);
L1(k) =a(k) — L3(k —2) x U3(k — 2) — L2(k — 1) x U2(k — 1);

fork—

if £k <n then
L2(k) =d(k) — L3(k — 1) x U2(k — 1);
end if
end for
else
fprintf(’Divisién por cero’)
end if
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Como en el algoritmo de Cholesky se presentan diferencias significativas con
el algoritmo de Crout y Dolytle, en el Algoritmo 4 se presenta su estructura.

Algoritmo 4 Cholesky para matrices pentadiagonales
function[L1,L2,L3,U1,U2,U3] = Cholesky(a,b,c,d,e)
n = length(a);

L2 = zeros(1,n — 1);
L3 = zeros(1,n — 2);
Diagonales = zeros(1,n);
U2 = zeros(1,n — 1);
U3 = zeros(1,n — 2);
if a(1) # 0 then
Diagonales(1) = sqrt(a(1));
U2(1) = b(1)/Diagonales(1);
U3(1) = ¢(1)/Diagonales(1);
L2(1) = d(1)/Diagonales(1);
Diagonales(2) = sqrt(a(2) — L2(1) x U2(1));
U2(2) = (b(2) — (L2(1) * U3(1)))/Diagonales(2);
U3(2) = ¢(2)/Diagonales(2);
for k=3:ndo
L3(k — 2) = e(k — 2)/Diagonales(k — 2);
L2(k—1) = (d(k —1) — L3(k — 2) x U2(k — 2))/Diagonales(k — 1);
Diagonales(k) = sqrt(a(k)—L3(k—2)xU3(k—2)—L2(k—1)xU2(k—1));
if k <n—1 then
U3(k) = c(k)/Diagonales(k);
end if
end for
else
fprintf(’Divisién por cero’)
end if

Buscando mejorar el tiempo computacional obtenido con los métodos
directos, se implementaron los métodos iterativos Jacobi y Gauss-Seidel de la
forma tradicional y aprovechando el almacenamiento vectorial para las matrices
tridiagonales y pentadiagonales. En el Algoritmo 5 se presenta el método de
Jacobi para matrices tridiagonales, este es similar al de Gauss-Seidel, que, como
se menciond anteriormente, difieren en el uso de los valores recientes obtenidos.
La entrada de este algoritmo es un vector a con la diagonal de la matriz, los
vectores d y e con las superdiagonal y la subdiagonal respectivamente, y un
vector b con los términos independientes. La salida es un vector x¢ con los
valores de las incégnitas, y el nimero de iteraciones realizadas para alcanzar el
error deseado.
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Algoritmo 5 Jacobi para matrices tridiagonales
function[z s, k] = JacobiTri(a,d, e, b)
n = length(a);

x; = zeros(l,n);

tol =107,

x5 = zeros(1,n);

N = 1000;

error = tol + 1;

k=1,

while K < n A error > tol do
fori=1:ndo

if i =1 then
27(i) = (b(3) — d(i) * 24(i + 1)) /ai);
else if i == n then
27(0) = (b(3) — (i — 1) * :(i — 1)) /ai);
else
27(3) = (b(i) — e(i — 1) % ;i — 1) — d(i) # 2,3 + 1)) /a(i);
end if
error = abs(norm(z ) — norm(z;));
Tf = a4
k=k+1;
end for
end while

De manera andloga a los algoritmos implementados para resolver matrices
pentadiagonales, se implementaron los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel, en el
Algoritmo 6, se presenta el método de Gauss-Seidel, el cual es similar a la de
Jacobi.
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Algoritmo 6 Gauss-Seidel para matrices pentadiagonales
function[z s, k] = Seidel Penta(a,dl,d2, el, e2,b)
n = length(a);
x; = zeros(l,n);
tol =107,
x5 = zeros(1,n);
N = 1000;
error = tol + 1;
k=1,
while K < n A error > tol do
fori=1:ndo
if i =1 then
25(3) = (b(3) — dL(0) * w36 + 1) — d2(3) * 2:(i + 2)) Jal);
else if i == 2 then
25(3) = (b(i)—e1(i—1)sa; (i—1) ~d1(i) s, (i4+1) —d2(i) s, (1+2)) fa(i);
else if i <=n —1 then
xzp(i) = (b(4) —el(i—1)*xp(i—1) —e2( — 1) xxp(i — 2) — d1(i) %z (i +
1) —d2(i) * 23 (i + 2))/a(i);
else if i ==n — 1 then
xp(i) = (b(4) —el(i—1)*xp(i—1)—e2(i — 1) xxp(i — 2) — d1(¢) % z; (i +
1))/a(i);
else
xzp(i) = (b(3) —el(i — 1) xxp(i — 1) —e2(i — 1) x z (2 — 2))/a(i);
else

end if
error = abs(norm(z ) — norm(z;));
Tf = Ti;
k=k+1,
end for
end while
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5. Resultados

Debido a la distribucién de los procesos en el computador, los resultados
obtenidos en los experimentos generan una curva con muchos picos, cuando se
esperaba una curva suave, pues a medida que aumenta la dimensién ya sea de
un vector o de una matriz, se espera que la ejecucién del método tome mas
tiempo. Por esto, a los resultados obtenidos, se les aplicé el filtro de Hodrick y
Prescott, para obtener, a partir de la serie de datos originales, una serie donde
solo se observe la tendencia.

5.1. Métodos almacenamiento matricial

Con el sistema de ecuaciones almacenado en una matriz, se implementaron
los métodos Crout, Dolytle, Cholesky, Jacobi y Gauss-Seidel y se realizaron
experimentos para determinar el tiempo que tarda en ejecutarse cada uno de
estos métodos cuando va creciendo el tamanio del sistema de ecuaciones, es
decir, al aumentar el tamano de la matriz. Los resultados que se obtuvieron
se presentan en la figura 4 y en la 5 ( donde en el eje = se tiene la dimensién
de la matriz y en el eje y el tiempo que tarda en ejecutarse cada método)
pues al crecer la dimensién de la matriz, los tiempo obtenidos con los métodos
iterativos son mucho menores que los obtenidos con los métodos directos y no
pueden compararse en la misma grafica.

2500

2000

1500

— Cholesky
1000 — Crout
Dolytle

Tiempo

500 1000 1500 2000 2500 3000

Dimensién

Figura 4: Resultados Métodos directos

Como se puede ver en la figura 4, comparando los métodos directos, con los
algoritmos de Crout y Dolytle se obtienen mejores tiempos computacionales que
con el de Cholesky, esto es debido al cdlculo de raices presente en este ultimo.
También es claro que el tiempo obtenido con los métodos de Crout y Dolytle son
muy similares, lo cual se esperaba, ya que el funcionamiento de estos métodos
es muy similar.

Como se ve en la figura 5, donde se presentan los resultados obtenidos con los
métodos iterativos, se obtienen mejores tiempos con el método de Gauss-Seidel
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Figura 5: Resultados Métodos iterativos

en todos los casos.

Para evaluar mejor el comportamiento de los métodos cuando la dimensién
de la matriz es pequenia (menores de 55 x 55), se compararon los resultados
obtenidos hasta este punto. Los resultados se presentan en la Figura 6.

0.3 q

S
0.25 =

0.2

— Cholesky
Crout
Dolytle
Seidel

— Jacobi

Tiempo
o
&

0.1

A 21 31 41 51 61
Dimension

Figura 6: Tiempos de ejecucién para matrices pequenas

Como es claro en la Figura 6, los mejores tiempos se obtienen con el algoritmo
de Cholesky, mientras que los algoritmos iterativos presentan el mayor tiempo de
ejecucién. Estos resultados son contrarios a lo que se obtuvo en los experimentos
donde se involucraban matrices de dimensiones mayores. De lo anterior, queda
claro que cuando se trabaja con matrices pequenas, se obtienen soluciones de
manera mas rapida con los métodos directos.

Para observar con mayor claridad la relacién entre los tiempos de computo
obtenidos, se realizaron comparaciones entre los tiempos de ejecucién de
Cholesky y Crout, y de Crout y Dolytle para matrices tridiagonales. Los
resultados se presentan en la figura 7.
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2 — Dolytle/Crout

Dimension

Figura 7: Relacién tiempos

En la Figura 7, se ve claramente que la relacion entre el tiempo de Crout y el
de Dolytle siempre esta alrededor de uno, lo cual es coherente con los resultados
anteriores, donde se ha visto que estos dos métodos funcionan de forma similar
y obtienen soluciones en tiempos muy parecidos. Por otro lado, la relacién entre
el tiempo de ejecucién de Cholesky y Crout cuando la dimensién de la matriz es
pequena, es menor que uno, esto es coherente con los resultados presentados en
la Figura 6, pero cuando la dimensién de la matriz empieza a crecer (alrededor
de 100 x 100) esta relacién es creciente, es decir, crece més rdpido el tiempo
de ejecucién de Cholesky que el de Crout, finalmente, cuando la dimensién de
la matriz es mayor a 500 x 500 la relacién entre los tiempos de ejecucién de
Cholesky y Crout se estabiliza, lo que indica que la velocidad de crecimiento de
ambos métodos se vuelve similar.

Las comparaciones de los tiempos de computo entre los métodos directos y
el método iterativo Gauss-Seidel, se presentan el la Figura 8.
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Figura 8: Relacién tiempos
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Al comparar los tiempos de ejecucién entre los métodos directos y Gauss-
Seidel, se observa que a medida que crece la dimensién de la matriz, la velocidad
de crecimiento de los tiempos de ejecucion de los métodos directos es mucho
mayor que el tiempo obtenido con el método de Gauss-Seidel.

5.2. Métodos almacenamiento en vectores

Con la misma matriz utilizada en el experimento pasado, pero almacenando
los elementos de la matriz en tres vectores y utilizando los algoritmos
implementados para este tipo de almacenamiento se obtuvieron los siguientes
resultados:

— CholTri
—— CholSim
CroutTri
DolytleTri
— SeidelTri
— JacobiTri

o 5000 10000 15000 20000
Dimension

Figura 9: Resultados métodos para matrices tridiagonales

De la figura 9, es claro con los algoritmos para matrices tridiagonales se
obtienen mejores tiempos de computo con los métodos de Crout y Dolytle que
con los métodos iterativos o con Cholesky.

Los resultados obtenidos al ejecutar los métodos para matrices pentadiago-
nales se presentan en la Figura 10. En éstos, se ve claramente que con el método
de Cholesky se obtiene soluciones en tiempos mucho mayores que con los demés
métodos utilizados.
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—Cholesky

— Crout
Dolytle
SeidelPenta

— JacobiPenta

Tiempo
nN

0 5000 10000 15000 20000
Dimension

Figura 10: Resultados métodos para matrices pentadiagonales

Para analizar los tiempos que toman los demas métodos, se presentan, en la
Figura 11 los resultados de todos los métodos excluyendo los de Cholesky.

0.04 — Crout
Dolytle

— SeidelPenta

0.03 JacobiPenta

o 5000 10000 15000 20000
Dimensién

Figura 11: Resultados métodos para matrices pentadiagonales

En el caso de las matrices pentadiagonales almacenadas de forma vectorial, el
método que mejores obtiene soluciones en menor tiempo es Gauss-Seidel. Este
método también es el mas rapido cuando se trabaja con matrices completas.
Pero, los métodos de Crout y Dolytle, obtienen mejores tiempos que el método
de Jacobi.

5.3. Calidad de las soluciones

Después de evaluar el tiempo que requiere cada método para encontrar una
solucién, se considerd de gran importancia evaluar la calidad de las soluciones
obtenidas, y asi, poder determinar cual método debe utilizarse en una situacién
determinda. Para esto se trabajé con un sistema de 16000 x 16000 diagonalmente
dominante con la siguiente estructura para matrices tridiagonales de n x n
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4 1 0 O 0
15 1 0 0
A=101 6 0
0 0 T 1
00 0 1 n+3

nxn

41 1 0 0
1 5 1 1 0
A=]1 1 6
0 .o 1

0 0 1 1 n+3

nxn

A partir de éstas, se determinaron los valores del vector de términos
independientes para cada uno de los casos tal que la solucién real fuera:

T
1xn

X:[l 2 3 ... n}

Con los resultados obtenidos con cada método, se calculé el error con la ecuacion
4

A continuacién se presenta un ejemplo para una matriz tridiagonal de 5 x 5

4 1 0 0 0
1 5100
A=|01 6 1 0
0 01 71
0 001 8

El vector de términos independientes seria,

b=1[6 14 24 36 44"

y la solucion del sistema,
x=[12 3 4 5]

Los resultados obtenidos utilizando las estructuras presentadas anterior-
mente se presentan en la Tabla 3

De la Tabla 3, se tiene que con los métodos directos, la calidad de la solu-
cién es mejor, ya que en este caso no hay error. Con estos resultados, cuando
se trabaje con los métodos para matrices tridiagonales, con Crout y Dolytle es
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Tabla 3: Calidad de las soluciones
Método Error

Jacobi Tridiagonales 4.06048E-06
Seidel Tridiagonales 2.32588E-07

Cholesky Tridiagonales 0
Crout Tridiagonales 0
Dolytle Tridiagonales 0

Jacobi Pentadiagonales 1.1798E-05

Seidel Pentadiagonales 1.09487E-06
Cholesky Pentadiagonales | 8.27181E-23

Crout Pentadiagonales 0
Dolytle Pentadiagonales 0

posible encontrar mejores soluciones en mejor tiempo. Cuando se trata de ma-
trices pentadiagonales, hay que decidir si se desea un menor tiempo de cémputo
o una sélucién de mejor calidad, ya que no hay un método que presente las dos
caracteristicas.

Se hizo otro experimento con matrices que no fueran estrictamente diagonal
dominantes, con sistemas de 16000 x 16000 para evaluar los resultados. La
estructura utilizada para una matriz tridiagonal de n x n fue:

21 0 0 0
12 1 0 0
A=|0 1 2 0
00 . 1
oo o 1 2]
y para matrices pentadiagonales,
(2 1 1 0 07
1 2 1 0
A=11 1 2 1
0 ..
oo 1 1 2]

A partir de éstas, se determinaron los valores del vector de términos
independientes para cada uno de los casos tal que la solucién real fuera:

x=[111 ... 1],

Se presenta un ejemplo para una matriz pentadiagonal de 5 x 5
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El vector de términos independientes seria,

b=[4 6 6 6 4]

y la solucion del sistema,

x=[1 111 1]

En la Tabla 4 se presentan los resultados obtenidos:

Tabla 4: Calidad de las soluciones
Método Error

Jacobi Tridiagonales 15929.6618
Seidel Tridiagonales 0.000744807
Cholesky Tridiagonales 4.72059E-19
Crout Tridiagonales 1.66237E-17
Dolytle Tridiagonales 4.46392E-17
Jacobi Pentadiagonales 0
Seidel Pentadiagonales 1.262E+180
Cholesky Pentadiagonales | 72934719.95
Crout Pentadiagonales 00
Dolytle Pentadiagonales 0

En el caso de los métodos para matrices pentadiagonales, ningin método
obtuvo soluciones cercanas a la real. Para los métodos de matrices tridiagonales,
con los métodos directos se obtienen mejores soluciones que con los métodos
iterativos, lo que confirma el resultado del experimento anterior, cuando se
trabaja con métodos para matrices tridiagonales, los métodos de Crout y Dolytle
obtienen soluciones mas cercanas a la real en tiempos computacionales bajos.

6. Conclusiones y Trabajo Futuro

Es claro que el almacenamiento de matrices y vectores tiene un limite, segtiin
los experimentos realizados, con las matrices éste se alcanza, cuando la dimen-
sion es mayor a 7700 x 7700 y con los vectores, cuando su dimensién es mayor
a 58000000. Es por esto, que cuando se trabaja con matrices dispersas, el alma-
cenamiento vectorial trae ventajas tanto en el uso de la memoria, como en el
tiempo computacional requerido al solucionar un sistema de ecuaciones.
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Comparando los resultados obtenidos entre los métodos en los que se con-
sidera la matriz completa y los métodos que usan almacenamiento vectorial,
se evidenciaron las ventajas que traen estos tultimos en cuanto al tiempo de
computo requerido para resolver sistemas de ecuaciones y el uso de memoria.

Cuando se usan los métodos que trabajan con la matriz completa, con los
métodos iterativos se pueden obtener soluciones en un tiempo mucho menor
que con los métodos directos. Cuando la dimensién de la matriz es muy grande,
el tiempo requerido para obtener una solucién con los métodos directos puede
llegar a ser 100 veces mayor que el requerido por los métodos iterativos. Por el
contrario, cuando las matrices asociadas al sistema de ecuaciones son pequenas
(una dimensién menor a 50), generalmente se obtienen soluciones en un menor
tiempo usando métodos directos.

Se ha encontrado que cuando se trabaja con sistema de ecuaciones que tienen
una matriz tridiagonal asociada, los métodos directos de Crout y Dolytle son
mas eficientes, ya que con estos, se encuentra una solucién de mejor calidad
en menor tiempo. Por otro lado, cuando se trabaja con matrices pentadiago-
nales, no se pudo definir un método que obtuviera la mejor solucién en el menor
tiempo, pues en este caso, con los métodos iterativos se obtienen soluciones en
menor tiempo, pero es con los métodos directos que se obtienen soluciones més
cercanas a la solucién real.

Por los resultados obtenidos en los diferentes experimentos, es claro que
el método de Cholesky no presenta ventajas en ningin caso, ya que debido al
tiempo que tarda en encontrar una solucién, genera costos computacionales muy
altos que pueden ser reducidos por otros métodos, como lo indican los exper-
imentos realizados en este trabajo, ya sean directos, como Crout y Dolytle o
iterativos como Jacobi y Gauss-Seidel.

Se pretende presentar los resultados de este trabajo en un congreso de
computacién o de analisis numérico.
A continuacion, se plantean con detalle los trabajos futuros propuestos.

6.1. Almacenamiento de matrices dispersas en dos vec-
tores

La idea es explorar el comportamiento de un método de almacenamiento
para matrices dispersas en sé6lo dos vectores, uno que contenga los elementos de
la matriz que son diferentes de cero y otro, la posicién del elemento, enumerando
cada posicién en la matriz con un sélo nimero. La enumeracién para una matriz
de n X n seria como se presenta en la matriz de enumeracion M
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1 n+1 2n+1 ... (n—=1)n+1
2 n+2 2n+2 ... (n—1)n+2

M=|3 : oo (n=1n+3
n  2n k 0 n?

Se presenta un ejemplo de una matriz de 5 X 5.
Sea A la matriz dispersa con la siguiente estructura:

>

I
S.ooa 9
o woo
o oa o
oo oo
~ocoan o

Los vectores de almacenamiento serian:

Elementos:[a b cde f g h i j k l]
Vector indice=[1 2 5 8 9 12 15 16 19 22 25 |

6.2. Tratamiento de matrices dispersas estructuradas y no
estructuradas

Después de realizar un estudio sobre algunos casos de matrices dispersas con
una estructura definida (matrices tridiagonales y pentadiagonales), se considera
de gran importancia, experimentar otros casos de matrices estructuradas, como
es el caso de una matriz banda que tenga diagonales internas con todos sus
elementos iguales a cero.

Por ejemplo, la matriz A

O OO OO N O
OO OO N O+HO
OO OO+~ OO
OO NOHH OO W
OO OO WO
DO R OO WwWoOo
O = OO WO oo
_ O O WwWwo o oo

tiene una factorizacion LU como sigue:
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1000 O O 0 O
0100 O 0 0 O
201 0 0 0 0 0
L_l0201 0o 0o o0 o0
00212 1 0 0 0
000 2 14 1 0 0
000 0 023 011 1 0
(000 0 0 141 005 1 |
100 3 0 0 0 0
010 0 3 0 0 0
001 —6 0 3 0 0
g_ 000 1 6 0 3 0
“10 00 0 854 —070 —421 035
000 0 0 140 -005 —0,34
000 0 0 0 1,41 —0,02
(000 0 0 0 0 1,22

En este caso, hay cambios en la estructura al realizar la factorizacién y los
algoritmos de factorizacion no podrian implementarse de la misma forma que
se hizo para las matrices tridiagonales y pentadiagonales. Por esto, se propone
estudiar métodos que permitan conservar la estructura de la matriz en casos
como éste y que sean eficientes al aumentar el tamano de la matriz. Otra
estructura que se propone estudiar es una matriz dispersa estructurada que
esté conformada por bloques(submatrices no dispersas), por ejemplo:

(11 2 3 0 0 0 |1 3]
6 4 5 0 0 0 |2 1
39 100 0 0 0 0 0
A0 0 0 B 3 2 00
“lo 0o 0o 2 4 7 0 0
1 3 11| |5 11 12 0 0
2 19 20 0 0 0 0 O
8 9 151 0 0 0 0 0

Adem&s de los diferentes tipos de matrices estructuradas, es de gran
importancia realizar un estudio de los métodos para tratar matrices dispersas
no estructuradas buscando realizar modificaciones pertinentes que permitan
obtener resultados de buena calidad y reducir el efecto fill-in. En este caso
seria interesante considerar matrices dispersas con estructuras especiales, por
ejemplo, una matriz en bloques, donde cada uno de éstos tiene una estructura
dispersa. A continuacién se ilustra este caso:
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6.3. Problemas de gran dimensién que involucren matri-
ces dispersas

Cuando se desea resolver un problema de gran dimensién, es decir, que
debido a las limitaciones de la memoria, no es posible cargar toda la informacion
para resolverlo, se debe buscar una forma alternativa para resolverlo. Esto es,
encontrar la manera de cargar la informacién por bloques, e ir procesandola.
Para esto, podria ser de gran utilidad estudiar la funcion textscan de MATLAB,
que permite leer un archivo de texto plano por segmentos, procesar esta
informacion y tener un indicador que marca la posicién del ultimo dato.

6.4. Fortalezas de la factorizacion Cholesky en matrices
banda simétricas

De los resultados obtenidos en este trabajo, se concluyé que en la mayoria
de los casos, con el método de Cholesky, el tiempo de cémputo requerido para
obtener una solucién es muy alto en comparacién con los de los deméas métodos.
Se propone realizar un estudio con matrices definidas positivas y simétricas,
para asi, determinar si en estos casos, aprovechando la estructura del algoritmo
de Cholesky, logran obtenerse mejores resultados que con otros métodos y lograr
resaltar las ventajas que puede tener este método.

7. Apéndice

Se presentan los algoritmos utilizados durante el trabajo y que no se
describieron.
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Algoritmo 7 Factorizacién de Crout

function|L,U, x,t] = Crout(A,b)
[n col] = size(a);
L = zeros(n);
U = zeros(n);
if A(1,1) # 0 then
fori=1:ndo
L(i,1) = A(i, 1);
U(1,7) = A(i, 1)L(1, 1);
end for
for k=2:ndo
for j =k:ndo
sumal =0
suma2 =0
fori=1:k—1do
sumal = sumal + L(j,1) « U(l, k)
suma2 = suma2 + L(k,1) « U(l, j)
end for
end for
L(j, k) = A(j, k) — sumal;
if L(k,k) # 0 then
U(k,j) = (A(k,j) — suma2)/L(k, k);
else
fprintf(’Divisién por cero’)
end if
end for
else
fprintf(’Divisién por cero’)
end if
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Algoritmo 8 Factorizacion de Dolytle

function|L,U, x,t] = Crout(A,b)
[n col] = size(a);
L = zeros(n);
U = zeros(n);
if A(1,1) # 0 then
fori=1:ndo
U(1,i) = A(1,1);
L(i,1) = A(1,1)/U(1,1);
end for
for k=2:ndo
for j =k:ndo
sumal =0
suma2 =0
fori{=1:k—1do
sumal = sumal + L(k,1) « U(1, j)
suma2 = suma2 + L(j,1) « U(l, k)
end for
end for
U(k,j) = A(k, j) — sumal;
if U(k,k) # 0 then
Uk, j) = (A(j, k) — suma2) /U (k, k);
else
fprintf(’Divisién por cero’)
end if
end for
else
fprintf(’Divisién por cero’)
end if
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Algoritmo 9 Factorizacion de Cholesky

function|L,U, x,t] = Crout(A,b)
[n col] = size(a);
L = zeros(n);
U = zeros(n);
fori=1:ndo
L(i,1) = A(i,1)/\/A(1, 1);
U(1,i) = A(1,4)/\/A(1, 1);
end for
for k=2:ndo
J=k;
for j =k:ndo
sumal =0
suma2 =0
foril=1:k—1do
sumal = sumal + L(k, 1)« U(l,j
suma2 = suma2 + L(j,1) « U(l, k)
end for
if k == j then
Ul(k,k) = \/A(k, k) — sumal;
L(k,k) =U(k,k);
else
U(k, ) = (A(k, J) — sumal) /U (k, k);
L(j, k) = (A(j, ) — suma2)/L(k, k);
end if
end for
end for

o~
~—
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Algoritmo 10 Método de Jacobi

function[z, k| = Seidel Penta(A,b)

[n col] = size(A);

x; = zeros(l,n);

tol =107,

N =1000;

error = tol + 1;

k=1;

while k < n A error > tol do
fori=1:ndo

suma = 0;
for j=1:ndo
if i # j then
suma = suma + A(i, §) * z;(j);
end if
end for
z(i) = (b(z) — suma)/A(i,1);
end for
error = abs(norm(x) — norm(x;));
T = T,
k=Fk+1;
end while
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Algoritmo 11 Método de Gauss-Seidel

function[z, k| = Seidel Penta(A,b)
[n col] = size(A);
x; = zeros(l,n);
tol =107,
N = 1000;
error = tol + 1;
k=1;
while £ < n A error > tol do
fori=1:ndo
sumal = 0;
for j=1:i—1do
sumal = sumal + A(i, j) * z(j);
end for
suma?2 = 0;
for j=i+1:n do
suma2 = suma2 + A(i, j) * 2;(j);
end for
suma = sumal + suma?2;
z(i) = (b(z) — suma)/A(i,1);
end for
error = abs(norm(x) — norm(x;));
x; = x5
k=k+1;
end while
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Algoritmo 12 Crout para matrices tridiagonales

function[L1,L2,U1,U2] = Cholesky(a,b, c)
n = length(a);
L1 = zeros(1,n);
L2 = zeros(1,n — 1);
Ul = ones(1,n);
U2 = zeros(1,n — 1);
if a(1) # 0 then
L2 = ¢
L1(1) = a(1);
U2(1) = c¢(1)/L1(1);
for k=2:ndo
L1(k) =a(k) — L2(k — 1)« U2(k — 1);
if k <n A L1(k)# 0 then
U2(k) = c(k)/L1(K);
else if L1(k) == 0 then
fprintf(’Divisién por cero’)
end if
end for
else
fprintf("Divisién por cero’)
end if
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Algoritmo 13 Dolytle para matrices pentadiagonales

function|L1,L2,U1,U2] = Crout(a,b,c,d,e)

n = length(a)

Ul = zeros(1,n);

U2 = zeros(1,n — 1);
U3 = zeros(1,n — 2);

L1 = ones(1,n);
L2 = zeros(1,n — 1);
L3 = zeros(1,n — 2);
if a(1) # 0 then

U3 =c;
(1) = a(1);
(1) = b(1);
L2(1) = d(1) /U1(1);
(2) = a(2) — (L2(1) = U2(1))
(2) = b(2) — (L2(1) x U3(1))
for k =3:n do
L3(k—2)=e(k—2)/UL(k —2);
L2(k — 1) = (d(k — 1) — U2(k — 2) x L3(k — 2))/UL(k — 1);
Ul(k)=a(k) —U3(k—2) x L3(k—2) —U2(k —1) x L2(k —
if £ < n then
U2(k) =b(k) —U3(k —1) x L2(k — 1);
end if
end for
else
fprintf(’Divisién por cero’)
end if
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Algoritmo 14 Gauss-Seidel para matrices tridiagonales

function[z s, k] = SeidelTri(a,d, e, b)

n = length(a);

x; = zeros(l,n);

xy = zeros(1,n);

tol =107,

N = 1000;

error = tol + 1;

k=1,

while & < n A error > tol do
fori=1:ndo

if i =1 then
27(i) = (b(3) — d(i) * 24(i + 1)) /ai);
else if i == n then
27(0) = (b(i) — (i — 1) % 21 (i — 1)) /a(i);
else
27(3) = (b(i) — e(i — 1) 27 (i — 1) — d(i) 2,0 + 1)) /a(i);
end if
error = abs(norm(z ) — norm(z;));
Ty = Tf;
k=k+1;
end for
end while
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Algoritmo 15 Jacobi para matrices pentadiagonales
function|Resultado, k| = JacobiPenta(a,dl,d2,el,e2,b)
n = length(a);
x; = zeros(l,n);
tol =1077;
xy = zeros(1l,n);
N = 1000;
error = tol + 1;
k=1,
while K < n A error > tol do
fori=1:ndo
if i =1 then
27(0) = (b(3) — d1(3) % il + 1) — d2(0) * 2:(i + 2)) /a(i);
else if i == 2 then
wyp(i) = (b(i)—el(i—1)*a;(i—1) =d1 (i) *a; (i+1) —d2(2) xx; (i+2)) /a(i);
else if i <=n —1 then
xzp(i) = (b(4) —el(t—1)*x;(i— 1) —e2(i — 1) sz (i — 2) — d1(3) * (1 +
1) —d2(i) * 2;(i + 2))/a(i);
else if i ==n — 1 then
xp(i) = (b(4) —el(i —1)*xax;(i—1) —e2(¢ — 1) s a3 (i — 2) — d1(4) * 23 (¢ +
1))/a(i);
else
xp(i) = (b(1) —el(i — 1) % z;(i — 1) — e2(i — 1) % z;(i — 2))/a(i);
else

end if
error = abs(norm(z ) — norm(z;));
T = xf;
k=k+1,
end for
end while
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