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Introduccion

El método de los elementos finitos es un método numérico utilizado frecuentemente
para obtener la solucién aproximada de un sistema de ecuaciones diferenciales
parciales, permitiendo encontrar soluciones apropiadas para diversos capos de la
ingenieria, uno de los topicos en el que se utiliza mas comunmente es en los
problemas fisicos que poseen geometrias muy complicadas lo que hace necesario el
uso de un computador para llevar a cabo la implementacién del método.

El método es altamente utilizado ya que permite obtener una solucion numérica
aproximada sobre el comportamiento de una estructura bien sea un sélido, un gas o
un fluido, sobre el que estan definidas ciertas ecuaciones diferenciales en forma débil
o integral que se encargan de definir el comportamiento fisico del problema
dividiéndolo en un nimero elevado de subdominios no intersectantes entre si, esto se
denomina elementos finitos.

Dentro de cada elemento se encuentran una serie de puntos que permiten el
movimiento de cada elemento, estos puntos son denominados nodos y son
adyacentes entre ellos si pertenecen al mismo elemento, también un nodo sobre la
frontera puede pertenecer a varios elementos, el conjunto de nodos y las relaciones
que existen entre ellos constituyen una malla, esta malla es de gran importancia ya
que a partir de esta se realiza la discretizacién del dominio en elementos finitos, y a su
vez permite realizar los calculos sobre cada uno de los nodos. La construccion de la
malla generalmente se realiza a partir de programas especializados, pero en este libro
se mostrara una forma de realizar la implementacién en un lenguaje de programacion
como lo es Matlab, para esto se hace necesario entender las relaciones de adyacencia
o conectividad que poseen las variables que no conocemos en cada uno de los nodos
que ademas nos permiten saber los grados de libertad que posee la pieza a estudiar.
El conjunto de relaciones entre el valor de una determinada variable y los nodos se
puede expresar como un sistema de ecuaciones donde el numero de ecuaciones es
proporcional al nimero de nodos, este sistema también pede ser escrito como una
matriz llamada matriz de rigidez global.

Generalmente el método de elementos finitos se programa computacionalmente para
calcular los desplazamientos, las deformaciones y tensiones cuando se trata de un
problema de solidos deformables o mas generalmente un problema de mecanica de
medios continuos, ademas el método es facilmente adaptable a problemas de
transmisién de calor, de mecanica de fluidos para calcular campos de velocidades y
presiones o de campo electromagnético. Dada la dificultad de encontrar la solucion a
estos problemas de manera analitica, con frecuencia en la practica los métodos
numeéricos y, en particular, los elementos finitos, se convierten en una herramienta
alternativa para encontrar estas soluciones, ya que la convergencia de esta
metodologias puede decirse es buena.



Marco tedrico

Para resolver un problema definido mediante ecuaciones diferenciales por medio de
un algoritmo de elementos hay que tener en cuenta las siguientes etapas.

1. El problema debe reformularse en forma variacional.

2. El dominio de variables independientes debe dividirse mediante una particion en
subdominios. Asociada a la particion anterior se construye un espacio vectorial
de dimension finita, llamado espacio de elementos finitos. Siendo la solucion
numeérica aproximada obtenida por elementos finitos una combinacion lineal en
dicho espacio vectorial.

3. Se obtiene la proyeccion del problema variacional original sobre el espacio de
elementos finitos obtenido de la particién. Esto da lugar aun sistema con un
numero de ecuaciones finito, aunque en general con un numero elevado de
ecuaciones incognitas. EI numero de incégnitas sera igual a la dimension del
espacio vectorial de elementos finitos obtenido y, en general, cuanto mayor sea
dicha dimension mejor sera la aproximacion numeérica.

4. Calculo numérico de la solucion del sistema de ecuaciones.

Los pasos anteriores permiten construir un problema de calculo diferencial en un
problema de algebra lineal. Dicho problema en general se plantea sobre un espacio
vectorial de dimension no-finita, pero que puede resolverse aproximadamente
encontrando una proyeccion sobre un subespacio de dimensién finita, y por tanto con
un numero finito de ecuaciones. La discretizacion en elementos finitos ayuda a
construir un algoritmo de proyeccién sencillo, logrando ademas que la solucion por el
método de elementos finitos sea generalmente exacta en un conjunto finito de puntos.

Formulacion débil: La formulacion débil de una ecuacién diferencial permite convertir
un problema de calculo diferencial formulado en término de ecuaciones diferenciales
en términos de un problema de algebra lineal planteado sobre un espacio de Banach,
generalmente de dimension no finita, pero que puede ser aproximado por un sistema
finito de ecuaciones algebraicas.

Dada una ecuacion diferencial lineal de la forma:
Swy=71

Donde la solucion es una cierta funcion definida sobre un dominio Q cR", y se han
especificado un conjunto de condiciones de contorno adecuadas, puede suponerse
que la funciéon buscada es un elemento de un espacio de funciones o espacio de
Banach V.

uelV feV

Aw =1, {A:V—)V' AcEW V)



Donde V' es el espacio dual de V', la forma variacional débil se obtiene buscando la
unica solucion u eV tal que:

a(u,v) = <Au,v>

a(u,v):<f,v>, VYveV donde
<f,v>= vadx

Cuando el operador lineal es un operador eliptico, el problema se puede plantear
como un problema de minimizacion sobre el espacio de Banach.

Discretizacion del dominio: Dado un dominio Q « )" con una frontera continua en
el sentido de Lipschitz una particion en n "elementos finitos", es una coleccién de n

subdominios {Q(°’> }Z:I que satisface:

1. QcR”
2. Cada Q“ es un conjunto compacto con una frontera Lipschitz-continua.
3. int( Q) Nint(QV)=0, =

Usualmente por conveniencia practica y sencillez de analisis, todos los "elementos
finitos" tienen la misma "forma", es decir, existe un dominio de referencia Q = R"y una
coleccién de funciones biyectivas de la siguiente forma:

=

En los analisis 2D el dominio de referencia Q se suele tomar como un triangulo
equilatero o un cuadrado, mientras que en los analisis 3D, el dominio de referencia
tipicamente es un tetraedro o un hexaedro. Ademas sobre cada elemento se
consideraran algunos puntos especiales, llamados nodos y que generalmente incluiran
los vértices del elemento finito y se requerird la condicion adicional de que dos
elementos adyacentes tengan los compartan los nodos sobre el subconjunto

QY ~NQY | es decir:

F(e):Q—>Q(”}

xe QY NQY A (x enod(Q")) = (x € nod(QY))

Una vez definida la particion en elementos finitos, se define sobre cada elemento un
espacio funcional de dimension finita, usualmente formado por polinomios de grado.
Este espacio funcional servira para aproximar localmente la solucién del problema
variacional. El problema variacional en su forma débil se plantea sobre un espacio de
dimensién no-finita, y por tanto la funcion buscada sera una funciéon de dicho espacio.
El problema en esa forma exacta es computacionalmente inabordable, asi que en la
practica se considerara un subespacio de dimension finita 7" del espacio vectorial
original . Y en lugar de la solucidén exacta presentada anteriormente se automatizara

la proyeccion de la solucién original sobre dicho el subespacio vectorial de dimension
finita, es decir, se resolvera numéricamente el siguiente problema:

a(uh,vh)=<f,vh>, vyt ep?



Donde

u" =TI,(u) e V", es la solucidon aproximada.

He:V—>Vh V"<V Es el proyector ortogonal del espacio original sobre el
subespacio vectorial asociado a la discretiacion.

Si la discretizacion es suficientemente fina y el espacio funcional finito sobre cada
elemento estd bien escogido, la solucibn numérica obtenida aproximara
razonablemente bien la solucion original. Eso implicara en general considerar un
numero muy elevado de elementos finitos y por tanto un subespacio de proyeccién de
dimension elevada. El error entre la solucién exacta y la solucién aproximada puede
acotarse gracias al lema de Cea, que en esencia afirma que la solucién exacta y la
solucién aproximada satisfacen:

< inf Hu —ph

v viey!h

h
e = u

v

Es decir, el error dependera ante todo de lo bien que el subespacio vectorial asociado
a la discretizacion en elementos finitos V" aproxime el espacio vectorial original 7 .

1. Elemento triangular lineal bidimensional
1.1 Funciones de forma

Los elementos finitos pueden ser clasificados por grupos de acuerdo al orden
polinomial que posean, lineal, cuadratico, cubico o de mayor orden.

(x3,¥,;)

(%1,¥4)

(%5.¥3)

Fig.1: elemento triangular lineal

La funcién de forma de un elemento triangular lineal bidimensional puede se escrita a
partir de un polinomio que posee elementos lineales y un termino constante como se
muestra en la ecuacion (1.1)

p=a,+a,x+a,y (1.1)



El polinomio es lineal en x, en y, y ademas contiene unos coeficientes que hacen
referencia a cada uno de los nodos.

El polinomio de interpolacion del elemento triangular lineal se define por la relacion
(1.1), donde ¢ se utiliza para representar cualquier variable desconocida. En cada

nodo.
=9 para x=Xx, Y=Y,
=9, para x=Xx, Y=Y, (1.3)
=09, para xX=Xx; Y=Y,

Asi,

P=a, +a,x +ay,
p=a +a,x, +ay, (1.4)

P=a,+a,x; +a,y;

Ahora para encontrar los valores de ¢, a, y a,, tenemos:

1
a, :ﬂ[(xz)ﬁ = X318 + (0, =Xy, + (X, _x2y1)¢3]

1

ﬁ[(yz_y3)¢1+(y3_y1)¢2+(y1_y2)¢3] (1.5)

a, =
@ = 5[0 =008, + (=506 + (3 -]

Donde el area, A4, esta definida por:
24=(xy, =%, 1)) + (530, —x,¥3) + (X, 15 — X3 ¥,) (1.6)

El area del elemento esta definida en términos de las coordenadas nodales.
Obteniendo las funciones de forma, donde se realiza una aproximacién de ¢ con una

funcién que depende de las tres funciones nodales, como se presenta a continuacion.
¢:N1¢1+Nz¢2+N3¢3 (1.7)

Las funciones de forma quedan definidas como

N (x,y) :i[(xz)@ —X;0)+ (¥, = y3)x+(x; _xz)y] (1.8.1)
N,(x,») :i[(XSyl —x, 1)+ (v —y)x+(x —x3)y] (1.8.2)
Ny ) = 5l = a0+ (7 = 3D+ (s = )] (1.8.3)



Estas ecuaciones se ajustan a la relacién general expresada por la ecuacién (1.1).
Como ejemplo, el valor de N, en el nodo 1 se puede obtener mediante la sustitucion

de x=x,, y =1y, enlaecuacion (1.8.1) asi obtenemos:

_

24 [x2y3—x3y2+y2x1—y3xl+x3y1—x2y1] (1.9)

1
N, esigual a cero en los nodos 2, 3, y todos los puntos de una linea que pasan a

través de estos nodos. El valor entre paréntesis en la ecuacién (1.9) también es igual a
24, por lo tanto tenemos

24
lzﬁzl con x=Xx;, Y=Y,
N, =0 con xX=x,, y=Y, y x=x,, y=y, (1.10)

Fig.2: Representacion grafica de la ecuacion (1.10) cuando N, =1

El gradiente de la variable ¢ esta dado por la siguiente expresion

o¢p ON, ON, ON,

— = + +—

Oox ox 4 ox z Ox 2

9 _ON oy ey (1.11)
oy Oy oy oy

El valor de 0N, /0x, se puede determinar facilmente de la ecuacion (1.8.1)

ON, :yz+y3

1.12
ox 24 ( )

El resto de las derivadas de las funciones de forma se obtienen de una manera
sencilla y el valor de la derivada se convierte en

op _ 1

o a[(yz_y3)¢1+(y3_y1)¢2+(y1_y2)¢3] (1.13)



Sin embargo es algo complicado encontrar los «; por medio de este sistema de

ecuaciones por lo cual se hace necesario escribir las funciones de forma en términos
de las coordenadas de area.

1.2 Coordenadas de area

A fin de simplificar el proceso de solucién utilizando elementos triangulares, se
construye un sistema de coordenadas bidimensionales que permite facilitar la
evaluacion de las integrales que se presentaran posteriormente

Se construyen las coordinadas de area definidas a partir de las variables, L,, L, y L,
A
A
A
L, = 72 (1.17)
A3
A

Cuando 4,, 4, y A, son é&reas parcialmente definidas por la unién de un punto P en
el triangulo con los nodos en las esquinas (Fig.3), de manera tal que 4,es el area

situada frente al nodo i.

Fig.3: Sistema coordenado de area

Las lineas L, seran paralelas al lado del triangulo opuesto al nodo i. Teniendo en
cuenta que L, + L, + L, =1, en cualquier punto dentro del triangulo. La Fig.4 muestra
la direccion cada vez mayor para cada coordenada. Es evidente que cada L, varia
entre 0 y el largo del lado opuesto el nodo i .



Para un triangulo lineal, podemos definir las funciones de forma como:

N, =L
N, =L, (1.18)
N, =1L,

Y y L3=0

Fig.4: Coordenadas de area en un triangulo lineal

Por lo tanto, las coordenadas (x,y) estan relacionadas con las coordenadas

(L,,L,,L,) através de las siguientes expresiones

x=Lx +L,x, +L;x,
x=Ly +Ly, + Ly, (1.19)
1=L,+L,+L,

Los calculos de las derivadas de las funciones de forma requieren algunas
modificaciones ya que las coordenadas no son independientes, es decir,

L +L,+L,=1. Lo que se hace habitualmente es asumir L, y L, son
independientes. Asi, utilizando la regla de la cadena tenemos

ON, :aN,,a_x+aN,.a_y
oL, ox OL, Oy OL,
aN,_aN, ox  oN, o
oL, ox oL, oy oL,

(1.21)

La ecuacion (1.21) puede ser reescrita como

ONi | | & Oy ||oN, ON;
oL, |_| oL, oL, || ax |_ | ax
o 7l o B an =7 aw, (1.22)
oL, | |oL, oL, || o oy

10



La matriz de 2 x 2, se llama la matriz Jacobiana (J). Ademas se pude ver que L, es

una funcion de ¢

0p _0p 0L, 0p L, 040L

- (1.23)
oL, oL, oL, oL, oL, oL, oL,

Sin embargo, L, y L, se supone que son independientes, y L, =1-L,—L, por lo
tanto, se tiene que:

~

== 1.24
L (1.24)

En consecuencia, las derivadas de ¢ respecto a las coordenadas naturales son las

siguientes:
0¢ _0¢ 99
oL, oL, oL,
9 _0_ 09 (1.25)
oL, oL, oL, '

A continuacion se presenta el codigo en Matlab par la construccion de la matriz B vy el
area 4 de un elemento triangular de 3 nodos.

o

. Calculo Del Area
function A = calcular A(coordenate nodel,coordenate node2,coordenate node3)

matrix=[ 1 coordenate nodel; ...
1 coordenate node2;...
1 coordenate node3;];
A = 0.5*det (matrix) ;

% Calculo de B

function B = calcular B(A,coordenate nodel, coordenate node2,coordenate node3)
bl = coordenate node2 (2)-coordenate node3(2);

b2 = coordenate node3(2)-coordenate nodel (2);

b3 = coordenate nodel (2) -coordenate node2(2);

cl = coordenate node3(1l)-coordenate node2 (1) ;

c2 = coordenate nodel (1)-coordenate node3(1);

c3 = coordenate node2 (1l)-coordenate nodel (1);

B = (1/(2*A))* [bl O b2 0 p3 0 ;...

0 cl O c2 0 c3; ...
cl bl c2 b2 c3 b3l;

11



2. Elemento triangular cuadratico bidimensional

2.1 Funciones de forma

La funcion de forma de un elemento triangular cuadratico bidimensional puede se
escrita a partir de un polinomio que posee elementos lineales, de orden superior y un
termino constante. Sin importar que la forma sea igual a un elemento lineal
bidimensional, la interpolacién polinomial de un elemento cuadratico es:

P=a,+a,x+a,y+a,x’ +axy+agy’ (2.1)
Los seis coeficientes indican que el elemento debe tener seis nodos.

Los elementos cubicos o de orden superior también utilizan polinomios con términos
lineales y de orden superior, sin embargo, los limites del elemento deben ser paralelos
a los ejes de coordenadas.

Se puede realizar una aproximacion de segundo grado sobre el elemento triangular.
El elemento triangular bidimensional tiene seis nodos, como se muestra en la Fig. 5.

Los a se determinan de la misma manera que para el elemento lineal. Definiendo ¢
por cada nodo.

2 2
¢1 =Q+HaX oY HoX 05X Y Oy,

2 2
¢2 SQ T AX, TAY, QX F XY, F Ay, (2.2)

2 2
Po =0+ UyXg + QY + AXG + AKX Vs + A Y

Fig.5: Elemento triangular cuadratico

12



Como se menciono anteriormente esta metodologia es un poco complicada para
encontrar los a por lo cual se escriben las ecuaciones de forma con respecto a las
coordenadas de area de la misma manera que se realizo para los triangulos.

Para el triangulo de segundo orden que se muestra en la Fig.5, las funciones de forma,
se escriben como funcionesde L,, L,,y L,:

Ny =L (2L -1

N,=L,(2L, -1)

Ny =Ly(2L,-1)

N,=4L,L,

Ny =4L L,

N¢=4LL, (2.3)

Como el objetivo es encontrar la matriz de rigidez para este elemento es necesario
construir la matriz B y encontrar el jacobiano a partir de las funciones de forma,
ademas en este caso no es tan facil resolver las integrales que se presentan para
encontrar la matriz K (matriz de rigidez), como en el caso del triangulo lineal por lo que
se hace necesario realizar una integracion numeérica.

Ejemplo 1: con el fin de ilustrar el uso de las coordenadas de area, se encontrara el
valor de oN,/dy y 0Ns/ox en el punto (1,1) en el tridangulo que se muestra en figura 6

(13)

L
L, !

2 (3,1)

(00)° T
Fig.6: Ejemplo para calcular el valor de N /oy y ONs/ox
Los valores de x y y estan definidos por la siguiente expresion.

x=Lx +L,x,+L;x,
y=Ly +L,y,+ Ly, (2.4)

Sustituyendo por los valores nodales obtenemos.

x=3L,+L,
y=L,+3L, (2.5)

13



La derivada de la ecuacion (1.25) utilizando la matriz Jacobiana, se convierten en:

o _ O & _

oL, oL, L,

o _ax o,

oL, oL, oL,

Y _Y_H_ 4

oL, oL, oL,

algai_al:_z (2.6)
oL, oL, oL,

El Jacobiano de la ecuacion (1.22) es
e (2.7)
2 -2 '

Como queremos encontrar la oN5/dy y 0Ns/ox un términos del nodo 5, reordenamos
la ecuacioén (1.22) en la siguiente forma

] [y,

ox |_ 44 E
% =J oN, (2.8)
oy Ox

Ahora determinemos oNs/dy y 0N /ox para el nodo 5,

ON; _ON; _ON; _4L,-4L
oL, oL, 0L,
ON; _ON; ON; _ 4L, (2.9)
oL, oOL, 0L,
Sustituyendo en la ecuacién (2.9)
N,
ox | 4Ly — 4L,
=J 2.10
oN, |: -4L, ( )
y
Donde la inversa del Jacobiano esta dada por
PRI (2.11)
T8l-2 -1 '

Reemplazando el Jacobiano en la ecuacion (2.11)

14



ox |1 [-2 37 [4L,-4L,
ON, |8 |[-2 -1 —4L,

y
1 [ 8Ly -4L,
8 | -8L, +12L,
-L, —1L1
= % (2.12)
-L,+—L,
2

Estas dos ecuaciones son aplicables en todo el elemento. Para encontrar los valores
reales de las dos derivadas, determinamos L;, L,y L; en el punto (1,1) mediante la

ecuacion (4.32) y el hechode que L, + L, + L3 =1

1=0L, +3L, + L,
1=0L, +L,+3L,
=L +L,+L, (2.13)

Resolviendo el sistema de ecuaciones tenemos

1
Ll = 5
1
LZ ZZ
L, =% (2.14)
Los valores finales de las dos derivadas son
Ny __, 1, 1
Ox A )
ON =—L3+§L] -1 (2.15)
oy 2 2

A continuacion se presenta el codigo en Matlab par la construcciéon de la matriz B de
un elemento triangular de 6 nodos.

%Calcular B
$Esta funcidén entrega la matriz B y su determinante y lo que requiere como
%$entradas son los puntos x, y y los puntos de integracidén que se explicaran
mas adelante.
function [B detJl] = calcular B(x,y,L,p)

% Calculo de las derivadas de x e y respecto a los ejes coordenados
dxdll x(1)-x(3);
dxdl2 x(2)-x(3);

15



dydll
dydl12

y(1)-x(3);
= y(2)-x(3);

% Calculo de las derivadas de las funciones de forma respecto a las

o)

% coordenadas parametrizadas

dN1ldll = 4*L(p,1)-1;
dN1dl2 = 0;

dN2d1ll = O;

dN2d12 = 4*L(p,2)-1;
dN3dll = 0;

dN3dl2 = 0;

dN4dll = O;

dN4dl2 = 4*L(p,3):;
dN5dll = 4*L(p,3);
dN5d12 = 0;

dNedll = 4*L(p,2);
dNe6dl2 = 4*L(p,1);

o)

s Almacenamiento del jacobiano

J1l = [dxdll dydll;
dxdl2 dydl2];
detJl = det (J1l);

% Almacenamiento de la matriz de derivadas respecto a coordenadas

$parametrizadas
derN =

[dN1dll dN2dl1l dN3dll dN4dll dN5dll dNedll;

dN1d1l2 dN2d12 dN3dl2 dN4dl2 dN5dl2 dNedl2];

<)

o)

¢ los ejes coordenados
dN = (inv (J1l) *derN)';

°

% Calculo de la matriz B

> Calculo de la matriz de derivadas de las funciones de forma respecto a

B = [dN(1,1) O dN(2,1) O dN(3,1) O dN(4,1) O dN(5,1) O dN(6,1) O;
0 dN(1,2) 0 dN(2,2) 0 dN(3,2) 0 dN(4,2) 0 dN(5,2) 0 dN(6,2);
dN(1,2) dN(1,1) dN(2,2) dN(2,1) dN(3,2) dN(3,1) dN(4,2) dN(4,1) dN(5,2)
dN(5,1) dN(6,2) dN(6,1)];
end

2.2 Integracién numérica

La ventaja de utilizar coordenadas de area estad en la capacidad de evaluar las
integrales, como en el caso de una dimensién. Para el elemento bidimensional con dos

coordenadas (L,,L,) se tiene

L
[rirhdx =
0

a'b!

(I+a+b+c)!

(2.16)

La integral de longitud L se define entre dos nodos a, b . esta relacién también sera
valida en la definicion de las integrales que son solo una funcion de la longitud a lo

largo de un borde de un elemento. Para los dos elementos tridimensionales con L,

L,,y L, se tiene:

16



. alb!
[rrirda=—————24 (2.17)
0 2+a+b+0)!

Cuando A4 denota el area. Por ejemplo, en un tridangulo lineal, el area de integracion
de N,N, esta dada por:

L L 10!
[N, N,da = jL}L;LgdALM _A4 (2.18)
) ) Q+1+1+0)! 12

Las integrales de area que se plantean son las siguientes

11-L

[ [, L)L L, (2.19)

Cuando las funciones de orden superior de interpolacion (cuadratica, cubica, entre
otras.) estan escritas en funcién de las coordenadas de area, las matriz de las
integrales debe ser evaluada numéricamente, esto se debe a la inversa de la matriz
Jacobiana, que es una funcién racional propia de las coordenadas de area, y aparece
en la ecuacidon (1.22), cuando la derivada de las funciones de forma estan
involucradas. Las formulas utilizadas en la ecuacion (1.26) son validas para las
integrales simples. Sin embargo, para integrales complejas es mejor dejar que el
computador haga la integracion a fin de evitar los errores.

En el método de elementos finitos, se supone como:

11-L, 1

[ [ra@ L, LopiLde, == w,e((L),. (L), (L)) (2.20)

Em=l
Donde g(-) Incluye |J| el factor 2 corresponde al area en el sistema de coordenadas
local, (L,), denota los puntos especificos en el triangulo, y W  son los pesos

asociados. El orden de la formula de cuadratura debe ser del menor nimero entero
mayor que la suma de las influencias de las coordenadas L,, L,,y L,. Por ejemplo,

para integrar el productoL,L,L,, la suma de los exponentes es tres, y se utiliza un
esquema de integracion de cuarto grado.
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Tabla1: Muestra los pesos y los valores de las coordenadas para las formulas de
integracion numeérica de diversos ordenes.

Puntos de Gauss m L1 L2 L3 Peso(w) Orden
. 1 1/3 1/3 1/3 1 2
1 112 0 112 1/3
1 3 3
2 112 1/2 0 1/3
2
3 0 1/2 1/2 1/3

1 113 1/4 1/5 -27/48

2 115 215 216 25/48

3 215 216 1115 25/48

4 215 11115 215 25/48

1 113 1/4 1/5 0.225

4 o B B 0.13239415

il A A 012593918

0.05971587
0.47014208
0.10128651
0.79742699

on >0 Q=



A continuacion se presenta el cédigo en Matlab par la construcciéon de la integracion
numeérica de un triangulo de 6 nodos.

%%Calcular k de del elemento
material element = elements(element,end); % Numero de material
thickness element = 1;
$Valores de L para la integracidén numerca
L =[1/2 0 1/2; 1/2 1/2 0; 0 1/2 1/2]1;
w = 1/3; %peso de Gauss
sum = zeros(12);
B aux = zeros(3,12);
for p=1:3
[B detJl] = calcular B(x,y,L,p);
f = detJ1*B'*D{material element}*B ;
sum = sum + f;
B aux = B aux + B;
end
k element = 0.5*w*sum*thickness element;

3. Elemento rectangular lineal bidimensional

3.1 Funciones de forma

En su forma mas simple, el cuadrilatero se convierte en un elemento rectangular con
un sistema de coordenadas (en el espacio fisico). Utilizando un sistema de

coordenadas locales, (naturales), tenemos un cuadrilatero generalizado.

La funcién de interpolacién bilineal de un rectangulo de cuatro nodos esta dada como

d=o,+a,x+o,y+a,xy 3.1

El término xy fue elegido en lugar de x° o y2 dado que Xxy no cambia el sistema y
supone una variacion lineal de ¢ alo largo de x o y . Para x constante, el elemento

es lineal en y, y viceversa, por lo tanto el nombre del elemento es bilineal.

6_f =a,+a,y
o =a,+a,x (3.2)
oy

Fig.7 muestra el elemento de configuracién rectangular y nodal. Si las distancias al
origen de coordenadas, que se encuentra en el punto medio del elemento, se denotan

por a y b, los valores de nodo se dan como
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Fig.7: Rectangulo de cuatro nodos

=4 para x=-b y=-a
=9, para x=b y=-a (33)
=0, para x=b y=a
=9, para x=-b y=a
Sustituyendo estos valores en la ecuacion (3.1) tenemos
L _brd+d 4,
: 4
a :¢1_¢2_¢3+¢4
: 4a
a :¢1+¢2_¢3_¢4
’ 4b
¢1 _¢2 + ¢3 _¢4
= 34
% 4ab 34

Si ¢ se aproxima en términos de los valores nodales y las funciones de forma como
se menciona anteriormente, se obtienen

¢=N,§ +N,p, + N,¢, + N,¢, 3.9
Las funciones de forma son las siguientes
N = (b-)a-y)
4ab
N, zﬁ(bm)(a—y)
N, = 4%’b(bw)(cwy)
N, = 4—(11[)(17 —x)(a+y) (3.6)

Para poder modelar estos elementos sin importar su ubicacién y caracteristicas se
procede a hacer una transformacién que se presenta a continuacion
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3.2 Sistema de coordenadas naturales

En la mayoria de las situaciones, el dominio fisico a ser modelado no consiste en los
costados rectos, fronteras ortogonales. Una regién limitada por curvas puede ser
desacreditada con elementos cuadrilateros con lados curvos para obtener una
solucion mas precisa. La transformacion de la recta de lados curvos se logra expresar
las coordenadas x, y, en términos de coordenadas curvilineas:

x=x(r,s)

y=y(r,s) (3.6)

La eleccion de r y s depende de la geometria del elemento. El sistema de
coordenadas r, § se conoce normalmente como sistema de coordenadas naturales,
cuando el sistema de coordenadas se encuentran dentro del rango —1<r<1,
—1<s5<1. Para el caso rectangular, podemos encontrar el conjunto de dimensiones
coordenadas r, s tales que:

*
b

s=2 (3.7)
a

Donde r y s efectivamente sustituiran la x y y que son las coordenadas globales
por coordenadas locales para un elemento individual, se habia referido con
anterioridad a estos coeficientes especificos como indices de longitud (Fig. 7) por lo
tanto, la utilizacién de nuestra definicion de la ecuacion (3.7), se determinan las
funciones de forma bilineal como:

N, =%(l—r)(l—s)
N, :%(1+r)(1—s)
N, :%(l+r)(l+s)

N;:%a—ma+g (3.8)

El sistema de coordenadas local siempre varia entre -1 y 1. Tomamos ventaja de este
hecho cuando se formulen los términos derivados. Fig.8 muestra el sistema de
coordenadas r s esta centrado en el elemento. Hay que tener en cuenta que no es

importante para este nuevo sistema de coordenadas que sean ortogonales también
puede ser curvilinea. Sin embargo, las derivadas con respecto a x y y no se pueden
obtener directamente y requieren de una transformacién adicional. Vamos a tratar este
punto mas adelante, por ahora, vamos a suponer un sistema simple de coordenadas
cartesianas.
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(1,-1) & L (1.1)

(1.1) (11)

Fig.8: Sistema de coordenadas naturales

La evaluacion de las derivadas 0N, /dx, ON, /0y es similar a las derivadas de los

elementos triangulares mencionada anteriormente. La matriz Jacobiana puede ser
usada para encontrar las derivadas a través del inverso del Jacobiano con respecto a
la x , y y determinar la transformacion.

Ejemplo 2: los valores de oN,/ox y 0N, /oy en x=2y y=2 para el elemento que se
muestra en la Fig.8. La transformacion de x y y se expresan de la siguiente forma

1
=—3s+5
X 2(S )
y=r+2 3.9)

Al evaluar la matriz Jacobiana obtenemos:

ox Oy
A ac| 1130
J=|0s 05| 3.10
o o 2{0 2} 10
or or
La inversa del Jacobiano esta dada por:
2 0
gL (3.11)
310 3

Las derivadas oN,/ox y oN,/dy se puede calcular una vez que la derivadadn, /os y
oN,/or sean conocidas. Sabemos que

N, = (A-s)A-r) (3.12)
4
Las derivadas estan dadas por
N, __(=n)
os 4
ON, _ (-s) (3.13)
or 4
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Despejando de la ecuacion (3.9) y remplazando x=2y y =2 tenemos

1 1
s=—2x-5)=—=
3( ) 3

r=y-2=0 (3.14)
Asi

oN, _(0-09_ 1

os 4 4
oN (1_.3 1
oM _N S/ 1 (3.15)
or 4 3
Remplazando obtenemos
N, [l
ox _l 2.0 . _Z _ _g
Ny ‘3{0 3|1 |1 10
oy 3 3

A continuacion se presenta el cédigo en Matlab para la construccion de la matriz B
de un elemento cuadrilatero de 4 nodos

function [B detJl] = calcular B(r,s,x,y)

% Calculo de las derivadas de x y respecto a los ejes coordenados
*

e
dxdr = 1/4* (1+s)*x(1)=-1/4% (1+s)*x(2)-1/4% (1-s) *x (3)+1/4% (1-s) *x (4) ;
dxds = 1/4* (141)*x (1)+1/4% (1-1) *x(2) -1/4% (1-1) *x (3) -1/4% (1+1) *x (4) ;
dydr = 1/4* (1+s)*y(1)-1/4% (1+s) *y(2)-1/4% (1-5) *y (3)+1/4* (1-s) *y (4) ;
dyds = 1/4% (141)*y (1)+1/4% (1-1) *y(2) -1/4% (1-1) *y (3) -1/4% (L+1) *y (4) ;

% Calculo de las derivadas de las funciones de forma respecto a las
% coordenadas parametrizadas

dNldr = 1/4 + 1/4*s;

dNlds = 1/4 + 1/4*r;

dN2dr = -1/4 - 1/4*s;

dN2ds = 1/4 - 1/4*r;
dN3dr = -1/4 + 1/4*s;
dN3ds = -1/4 + 1/4*r;
dN4dr = 1/4 - 1/4*s;
dN4ds = -1/4 - 1/4*r;

o)

% Almacenamiento del jacobiano
Jl = [dxdr dydr;
dxds dyds];

detJl = det(J1l);
% Almacenamiento de la matriz de derivadas respecto a coordenadas
parametrizadas
derN = [dNldr dN2dr dN3dr dN4dr;
dNlds dN2ds dN3ds dN4ds];
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% Calculo de la matriz de derivadas de las funciones de forma respecto a

% los ejes coordenados
dN = (inv (J1l) *derN)';

% Calculo de la matriz B
B = [dN(1,1) 0 dN (2,1) 0 dN (3,1) 0 dN (4,1) 0; ...
0 dN (1,2) 0 dN (2, 2) 0 dN (3, 2) 0 dN (4,2);
dN(1,2) dN(1,1) dN(2,2) dN(2,1) dN(3,2) dN(3,1) dN(4,2) dN(4,1)];

4. Elemento rectangular cuadratico bidimensional

4.1 Funciones de forma

Se puede desarrollar un modelo dos dimencional, de orden superior, para un elemento
cuadrilatero, tal como lo hicimos para el elemento triangular. Hay dos formas en que
esto se puede hacer que conducir a dos diferentes elementos de segundo grado: uno
con ocho nodos, uno en cada esquina y otra en el punto medio de cada lado, y el otro
cuenta con nueve nodos, siendo el noveno en el centro de la elemento este ultimo es
sobre el que vamos a realizar la construccion ya que este se utilizan
predominantemente en la industria y se ha comprobado que es suficiente para la
mayoria de los efectos de calculo.

El polinomio de interpolacién para el elemento de ocho nodos, se muestra en la Fig.9
Consta de ocho términos.

La variable desconocida ¢ se expresa como

p=a,+a,x+ay+raxy+ax’ +agy’ +a,x’y+agxy’ + (4.1)
y

? GQ 5)5
f f
b a

8 4

L Gr

X

<
1 TZ 3

Fig.9: Elemento cuadrilatero de ocho nodos

Si los valores del nodo se definen como en la Fig. 9.
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Il
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Sustituyendo los valores de la ecuacion (2.8) a (2.7) los valores de las siguientes ocho

ecuaciones (expresado en forma de matriz):

1 -b  —a ab b’ a
1 0 -a 0 0 a
1 b -a —-ab b’ a’
1 b 0 0 b’ 0
1 b a ab b’ a’
1 0 a 0 0 a
1 -b a —ab b’ a’
|1 -b 0 0 b’ 0
Desde que ela,'s con i=1...,8, se puede obtener.

—ab’
0
—ab’
0
—ab’
0
—ab’
0

—a*b] [, [4]
0 a, 9,
-a’b| |a, b,
0 1% ]| 4.3)
—-a'b| |« &,
0 a, &,
-a’b| |, | |4,
0 | o] | 4]

La aproximacion de ¢ en funcion de los valores nodales y de cinco funciones de forma

¢=Np +N,p, + N;¢p, + N @, + Ngs + N pg + N.p, + N, 4.4
Las funciones de forma son las siguientes
N, = @ b) ———(b—x)(a— y)(ab+ca+ yb)
NZ:4 +x*)a-y)
N, = " b) —— (b +x)(a~ y)(ax +by —ab)
N, = 4alzb (a® = y*)(b+x)
N, = 4( lb) (b+ x)(a+ y)(ax + by — ab)
N, = o b2 b =x")a+y)
N, = m lb) (b—x)(a+ y)(ab+ax—by)
(a® = y")(b-x) (4.5)

5 44
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A continuacién se presenta el cédigo en Matlab para la construccion de la matriz B
de un elemento cuadrilatero de 8 nodos

function [B detJl] = calcular B(r,s,X,y)

% Calculo de las derivadas de x e y respecto a los ejes

% coordenados

dxdr = 1/4* ((1+s)*x(1)=(1+s)*x(2)-(1-35)*x(3)+(1l-8) *x(4)-2* (1+s)* (2*r) *x(5)
=2*(1-872)*x(6)-2* (1-s) * (2*r) *x (7)+2* (1-5"2) *x(8) ) ;

dxds = 1/4* ((1+r)*x (1) +(1l-r)*x(2) - (1l-r) *x(3) = (1+r) *x (4) +2* (1-r"2) *x (5) -2*
(1-r)*(2*%s) *x(6) =2* (1-r"2) *x (7) =2* (1+r) * (2*s) *x (8) ) ;

dydr = 1/4* ((1+s)*y (1) = (1+s)*y(2)-(1-s)*y(3)+(1l-8) *y(4)-2* (1+s)* (2*r) *x(5)
=2*(1-8"2)*x(6)=2* (1-s5) * (2*r) *x(7)+2* (1-5"2) *x (8) ) ;
dyds = 1/4* ((1+r)*y (1) +(1-r)*y (2) - (1l-1) *y(3) = (1+r) *y (4) +2* (1-r"2) *x (5) -2*

(1-r)*(2*%s) *x (6) —2* (1-r"2) *x (7)-2* (1+xr) * (2*s) *x(8) ) ;

% Calculo de las derivadas de las funciones de forma respecto a las
% coordenadas parametrizadas

dNldr = 1/4*(1+s);

dNlds = 1/4*(1+r);

dN2dr = -1/4* (1+s);

dN2ds = 1/4*(1-r);

dN3dr = -1/4*(1-s);

dN3ds = -1/4*(1-r);

dN4dr = 1/4*(1-s);

dN4ds = -1/4* (1+r);

dN5dr = -1/2* (1+s)* (2*r);
dN5ds = 1/2*(1-r"2);
dNedr = -1/2* (1-s8"2);
dN6ds = -1/2*(1-r)*(2*s);
dN7dr = -1/2* (1-s)*(2*r);
dN7ds = -1/2*(1-r"2);
dN8dr = 1/2*(1-s"2);
dN8ds = -1/2* (1l+r)* (2*s);

Almacenamiento del jacobiano
Jl = [dxdr dydr;
dxds dyds];

detJl = det (J1);

% Almacenamiento de la matriz de derivadas respecto a coordenadas
parametrizadas
derN = [dN1ldr dN2dr dN3dr dN4dr dN5dr dNodr dN7dr dN8dr ;
dN1lds dN2ds dN3ds dN4ds dN5ds dN6ds dN7ds dN8ds 1];

oe

Calculo de la matriz de derivadas de las funciones de forma respecto a
los ejes coordenados
dN = (inv (Jl) *derN) ';

o

oe

Calculo de la matriz B

B=[dN(1,1) 0 dN(2,1) 0 dN(3,1 O dN(4,1) O dN(5,1) O dN(6,1) O dN(7,1) O
dN(8,1) O0; 0 dN(1,2) O dN(2,2) O dN(3,2) 0 dN(4,2) 0 dN(5,2) 0 dN(6,2)
0 dN(7,2) 0 dN(8,2);dN(1,2) dN(1,1) dN(2,2) dN(2,1) dN(3,2) dN(3,1)
dN(4,2) dN(4,1) dN(5,2) dN(5,1) dN(6,2) dN(6,1) dN(7,2) dN(7,1) dN(8,2)
dN(8,1)1;



4.2 Integracion numérica por medio de la cuadratura de Gauss

La formulacion de las integrales dependen de » y s los limites de integracion simple.
Esto es especialmente ventajoso cuando se trata de los limites de curvas o limites que
no son paralelos a los ejes de coordenadas. Las integrales se definen como

” F(x,y)dxdy =H £ (r,5)|J|drds (4.6)

—a—b —-1-1

La matriz se convierte asi en

LL [6N. ON, ON ;|
K=||K ON; O, + ON; O, dxdy
L ox ox oy 0oy |
LL [N ON, ON ;|
= jK ON; O, | ON; 0N, |/ |drds (4.7)
S [ ox ox oy 0dy |

Donde las derivadas ON,/dx y ON,/dy se pueden obtener de la ecuacion 3.10 en
funcion de r, s, ON,/0r y ON,/ds. Todas las integrales de area se convierten el

producto N, N, como se muestra a

”Q NN dxdy = j[j[Nl.Nj\J\drds (4.8)

—-1-1
Integracion del termino derecho esta dado por la ecuacion 4.7, ya no implica
polinomios simples debido a la condicion 14| de la expresion de las derivadas con

respecto a r y s, puede llegar a ser molesto. La practica mas comun es utilizar el
procedimiento de integracion numérica se conoce como la cuadratura de Gauss. El
procedimiento es facil de programar y tiene soluciones muy aproximadas para las
integrales

Una cuadratura de Gauss aproxima una integral definida por medio de una suma
ponderada de un conjunto finito de puntos. Por ejemplo, en una dimension tenemos

[ £ydr =3 W, 1 () (4.9)

Donde N es el numero de puntos de integracion, W, son los pesos de Gauss, y los
R, son los puntos de Gauss. Con los puntos de Gauss, podemos integrar
exactamente un polinomio de grado 2N —1. Asi pues, sif(r) es un polinomio
clbico f(r)=a+br+cr’ +dr’, entonces la eleccion N =2, los valores de R, se

definen como
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I3 =—1/3
r,=1/3 (4.10)

Las ponderaciones serian W, =W, =1. Para las integrales dobles en la ecuacion 4.8,
tenemos.

j'j'f(r,s)drdszzN:ZN:WWf( (4.11)

—1-1 i=l j=1

Los puntos de Gauss estan definidos por los siguientes valores

n ——1/3
r, = 1/4/3
s, =-1/3
s, = 1//3 (4.12)

Para cuatro puntos de Gauss se utilizan los cuatro elementos del cuadrilatero como se
muestra en la Fig. 10 y el tabla2

4 3
o4 30
s
ol 2o
1 2

Fig.10: Cuadrilatero con cuatro nodos y cuatro puntos de Gauss

Tabla2: Integracién con cuatro puntos de Gauss

Puntos de Gauss Ti 8i
1 -0577 -0,577
2 0577 -0577
3 0577 0577
4 -0577 0,577

Si el elemento cuadratico es de ocho nodos o de nueve se utilizan la integral que
aparece en la ecuacion 4.7 se quedando definida como :

[[£r,5)drds = iimwjf(;;,sj) (4.13)

—1-1 i=l j=1
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Los nueve puntos de integracién son presentados en la Fig11 y los pesos se muestran

en la tabla 3
r
7 6 5
oT 6 50
8e08 9 rNar
01 9_2 3o
1 2 3

Fig.11: Integracion numérica con nueve puntos de Gauss

Tabla3: Pesos de Gauss.

Puntos de Gauss ] si wi wj
1 0,775 -0,775 0,556 0,556
2 0,000 -0,775 0,889 0,556
3 0,775 -0,775 0,556 0,556
4 0,775 0,000 0,556 0,889
5 0,775 0,775 0,556 0,556
6 0,000 0,775 0,889 0,556
7 -0,775 0,775 0,556 0,556
3 -0,775 0,000 0,556 0,889
9 0,000 0,000 0,889 0,889

La solucion obtenida con cuadrilateros bilineales implica una matriz 4x4, mientras que
un cuadrilatero cuadratico implica una matriz de 8x8. Ademas, los elementos bilineales
requieren una evaluacién en 4 puntos de Gauss, y no involucran ecuaciones
cuadraticas, por lo que es nueve veces menos costoso en términos de calculo para
construir la matriz de rigidez de elemento por elemento. Esto puede ser una
consideracion importante al escoger el tipo de elemento que se utilizara, ya que

significa una diferencia de casi un orden de magnitud en el tiempo computacional.

A continuacién se presenta el cédigo en Matlab para la construccion de la integracion
numeérica para un cuadrilatero de 4 nodos

pg = [sqgrt(l/3); -sqrt(l/3)]1; S%pesos de gauss
$%Calcular k de del elemento
material element = elements(element,end):;
thickness element = 1;
$matris k de un elemento
aux = 0;
for ri = 1:2
r = pg(ri);

29



for si = 1:2
s = pg(si);
%%Calcular B del elemento
[B detJl] = calcular B(r,s,x,y);
k element = k element +
B'*D{material element}*B*detJl*thickness element;
aux = aux + B;
end

A continuacion se presenta el codigo en Matlab para la construccién de la integracion
numeérica para un cuadrilatero de 8 nodos

pg = [0.77459669241483; 0 ; -0.77459669241483];

%%Calcular k de del elemento

material element = elements(element,end):;
thickness element = 1;
k element = zeros(16,16);
$matris k de un elemento
aux = 0;
for ri = 1:3
r = pg(ri);
for si = 1:3
s = pg(si);
%$%Calcular B del elemento
[B detJl] = calcular B(r,s,X%X,Y);
k element = k element B'*D{material element}*B*detJl*thickness element;
aux = aux + B;
end
end

5. Elementos tridimensionales

Los elementos mas comunes tridimensionales provienen de variaciones de los
elementos bidimensionales, presentados anteriormente, es decir, el tetraedro es un
elemento lineal limitado por los lados rectos; pero el hexaedro que es de orden
superior puede tener superficies curvas. Esto mismo ocurre con los elementos
tetraédricos y los cilindros.

Hexaedro Tetraedro Cilindro

Fig.12: Algunos elementos tridimensionales
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6. Tetraedro lineal

Un tetraedro lineal esta definido por cuatro nodos como se muestra en la Fig.13, y su
funcién de interpolacién esta dada por:

p=a +a,x+a,y+a,z (6.1)

Fig.13: Elemento Tetraedro

Para los cuatro nodos situados en los vértices del tetraedro, se pude escribir el
siguiente sistema de ecuaciones

$=a +a,x +ay +a,z
P, =, +a,x, +a;y, +a,z,
Py =a, +a,x; +ayy, +a,z,
g, =a, +a,x,+o,y, +a,z, (6.2)

de forma matricial tenemos
¢p=Ca (6.3)

Que también se puede escribir como

P, 1L x  y oz a,
9, _ Lox, v, 2] @, (6.4)
P L x;  yy oz a,
P, I x, y, 2z, a,
Tomando la inversa de C , el vector de la columna o se obtiene como
al
_ a, | -1
o=l x » 2} *|=0 x » z]lC7y (6.5)
3
a,
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La cantidad | x y z]-c' es en realidad la forma de las funciones matriciales, es
decir,

$=N¢ (6.6)
Donde
N=[1 x y z]c (6.7)

Un sistema de coordenadas de volumen para el tetraedro se puede establecer de la
misma manera como el sistema coordenado de areas para un triangulo de dos
dimensiones, en el hexaedro de tres dimensiones, requiere cuatro relaciones de
distancia, cada una normalaunlado: L,, L,, L, y L,. El volumen V| se muestra en

la Fig.14.

Fig.14: Sistema coordenado de volumen
Las cuatro coordenadas estan relacionadas de la siguiente forma
L+L,+L,+L,=1 (6.8)

La forma lineal de la funcién queda definida por

N, =1L,
N, =1L,
N,y =1L,
N,=1L, (6.9)

Las integrales de volumen pueden ser evaluadas facilmente de la siguiente relacion

'hlel d)
[rihrseiav = atbleld! 6V (6.10)
’ B+a+b+c+d)

Del mismo modo que se utilizo para los elementos triangulares.
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Fig.15: Tetraedro cuadratico

La funciones de forma de los elementos de orden superior son similares a las del
tetraedro lineal, Por ejemplo, la funcién de forma en el nodo 1 para el tetraedro de
segundo grado, que se muestra en la Fig.15 queda definida por

N1= (2L, - 1L, (6.11)
Cuando L, = 0 pasa através de los nodos 2, 3,4,6,9y 10. ParaL, =1/2, el plano
pasa a través de los nodos 5, 7 y 8. En el nodo 5,

N, =4L/L, (6.12)

Cuando L, = 0 pasa a través de los nodos 1, 3, 4, 7, 8 y 10. La funcion de las

relaciones de forma adicional puede ser faciimente evaluada por referencia a la
ecuacion 4.26. Que da las funciones de forma para el elemento triangular de dos
dimensiones de segundo grado.

Ejemplo 3: Determinar las funciones de forma para el elemento de tetraedro lineal que
se muestra en la Fig. 16 de la ecuacién 6.4.

(1,23)

(0,00) (04,0)

1
(320)

Fig.16: Tetraedro lineal
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En primer lugar evaluaremos C :

X Yz
Y2 Zy
Xy V3 Zj

Xy V4 Zy

(6.13)

—_ = = =
=
N}
|
—_— = =
— O O W
N O AN
wn O O O

Se hace necesario encontrar la inversa C ™' a fin de obtener las funciones de forma
como se define por la ecuacion 6.7. La inversa se obtiene de la siguiente manera

0 0 60 0
20 —-10 -10 O
0 15 -15 0
adjC -4 -4 -4 12

C = " _ = (6.14)

Las funciones de forma son dadas por el siguiente producto

0 0 60 0
N[l x y oiollx y z]f20 10 -10 0
60 0 15 -15 0

-4 -4 -4 12
= %[(mx —4z)(~10x + 15y — 4z)(60 —10x =15y — 42)(122)]  (6.15)
Asi, quedan definidas las funciones de forma para cada nodo
N, = L(5x - z)
b5
1
N, = a(—10x+15y—4z)
N, = %(60 ~10x—15y —4z)
N,== (6.16)

A continuacién se presenta el cédigo en Matlab para la construccion la matriz B y el
volumen V para un tetra de 4 nodos

%calcular V
function V = calcular V(coordenate nodel,coordenate node2,coordenate node3,
coordenate node4)

m = [coordenate nodel-coordenate node2,coordenate node2- coordenate node3,
coordenate node3-coordenate noded];

<
Il

(1/6) *abs (det (m) ) ;
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function B = calcular B(coordenate nodel,coordenate node2,coordenate node3,
coordenate node4)

% Calculo de las derivadas de de x e y respecto a los ejes coordenados

x (1) = coordenate nodel(1);
x(2) = coordenate node2(1);
x(3) = coordenate node3(1);
x(4) = coordenate node4 (1) ;
y(1l) = coordenate nodel (2);
y(2) = coordenate node2(2);
y(3) = coordenate node3(2);
y(4) = coordenate node4 (2);
z (1) = coordenate nodel(3);
z(2) = coordenate node2(3);
z(3) = coordenate node3(3);
z (4) = coordenate node4 (3);
dxdr = -1*x(1)+x(2);
dxds = -1*x(1)+x(3);
dxdt = -1*x(1)+x(4);
dydr = -1*y(1)+y(2);
dyds = -1*y(1)+y(3);
dydt = -1*y(1)+y(4);
dzdr = -1*z(1)+z(2);
dzds = -1*z (1)+z(3);
dzdt = -1*z(1l)+z(4);

% Calculo de las derivadas de las funciones de forma respecto a las
% coordenadas parametrizadas

dNldr =-1;

dNlds =-1;

dNldt =-1;

dN2dr =
dN2ds =
dN2dt
dN3dr
dN3ds
dN3dt
dN4dr =
dN4ds
dN4dt =

Il o
i
e e e N oNe oNe e

Il
ieleNeolNoNeNe)

~e

~e

% Almacenamiento del jacobiano

Jl = [dxdr dydr dzdr; dxds dyds dzds; dxdt dydt dzdt];

% Almacenamiento de la matriz de derivadas respecto a coordenadas
parametrizadas

derN = [dNldr dN2dr dN3dr dN4dr;

dNlds dN2ds dN3ds dN4ds;
dNl1dt dN2dt dN3dt dN4dt];

% Calculo de la matriz de derivadas de las funciones de forma respecto a
los ejes coordenados
dN = inv (J1l) *derN;

o
°

B = [dN(1,1) 0 0 dN(1,2) 0 O dN(1,3) 0 O dN(L1,4) 0 0; 0 dN(2,1) 0 0 dN(2,2)
0 0 dN(2,3) O 0 dN(2,4) 0; 0 0 dN(3,1) 0 O dN(3,2) 0 O dN(3,3) 0 O
dN(3,4); dN(2,1) dN(1,1) O dN(2,2) dN(1,2) O dN(2,3) dN(1,3) 0 dN(2,4)
dN(1,4) 0; 0 dN(3,1) dN(2,1) 0 dN(3,2) dN(2,2) 0 dN(3,3) dN(2,3) O
dN(3,4) dN(2,4); dN(3,1) 0 dN(1,1) dN(3,2) O dN(1,2) dN(3,3) 0 dN(1,3)
dN(3,4) 0 dN(1,4)];
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7. Hexaedro lineal

El tetraedro es un elemento simple, que se extiende directamente desde el elemento
triangular. Sin embargo, el tetraedro es dificil de visualizar en una compleja marafa
tridimensional y puede requerir un esfuerzo considerable para definir el elemento de
conectividad. Una solucion mas precisa con menos esfuerzo, pero mas puntos de
integracién, se puede lograr con el elemento de hexaedro. El elemento mas simple de
esta familia es un hexaedro de ocho nodos, que se muestra en la Fig. 17

Fig.17: Hexaedro de ocho nodos
La funcién de interpolacién esta dada por
P=0,+a, X+, Y+ 0,2+ XY +0XZ+0,YZ + AgXYZ (7.1

La ecuacién 7.1 se puede expresar en forma de matriz como se presenta a
continuacion

@, I x, y, z, xy Xz ¥z Xz a,
o e R il H ) OO
o 1 xy Yg Zg XgVs XgZg VeZg  XgVgZg oy
Dado quea = C '¢ , podemos encontrar los cuatro valores de la expresion
¢ = [1 X Yy z Xy Xz yz Xyz ] C‘la (7.3)
A partir de qué forma las funciones se obtienen como se mostré anteriormente
N = [1 X y z Xxy xz yz xyz]-C"1 (7.3)

Como en los elementos cuadrilateros bidimensionales, un sistema de coordenadas
naturales también puede ser disefiado para el hexaedro, como se muestra en la Fig.
18. Las funciones de forma quedan definidas asi.
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Fig.18: Sistema de coordenadas naturales

[N, | fA-r)1=s)1-1)]
N, T+ r)(1=s)1-1)
N, T+ r)(1+s)1-1)
N, 1 (I=r)1+s)(1=1¢) (7.4)
N, 8| (1—=r)1—s)1+1)
N, (T+r)(1=s)(1+7¢)
N, T+ r)(1+s)(1+1)
| Ny | | (L=r)(1+s)(1+1)]
La ecuacion 7,4 se puede escribir en forma mas compacta como
N, =é(1—rri)(1—ssi)(l—tt,) con i=12,....8 (7.5)

Cuandor;, s, y ¢, = +1, dependiendo de la ubicacion nodal.

Ejemplo 4: Determinar la expresion N, con coordenadasr, s, ¢ . De la ecuacion 7.5.
1
N, =§(1—rri)(1—ssi)(1—tti) (7.6)

Podemos ver de la ala Fig.15 que

Asi,
N, =é(1—r)(1—s)(1—t) (7.7)

La extensién de los 8 nodos de elemento de segundo grado a los 20 nodos hexaedro
cuadratica puede hacerse faciimente mediante la adicion de un nodo en la mitad de
cada borde del elemento. Esto puede verse en la Fig.19
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Fig.19: Hexaedro cuadratico

Las funciones de forma para los nodos de esquina se obtienen de la siguiente relacién
N, = %(1 —rr)1=ss)A—tt)rr, +ss,+t,-2) con i=12,...,8 (7.8)

Para los nodos intermedios se tienen estas relaciones,

N.=%(l—r2)(l—ss[)(l—tt[) con 1=10,12,18,20 (7.9)

N, =é(1—rri)(l—s2)(1—tti) con i=9,11,17,19 (7.10)

N, = %(1 —rr)(1=ss,)(1—-1%) con i=13,14,15,16 (7.11)
Para un sistema de coordenadas locales orientado como se muestra en la Fig.15. El
elemento hexaedro de 9 nodos se extiende a uno de 27 nodos con un nodo en el
centro de cada una de las seis caras y uno en el centro del elemento.

Observe que cuando una de las coordenadas natural es * 1, los tres elementos de
dimensiones se reducen a sus dos dimensiones homologas. Asimismo, cuando dos de
las coordenadas de la iguales +1, la forma de la funcién se reduce a la funcién de una
forma tridimensional, permitiendo tres elementos de dimensiones que se unié a los
elementos de linea. La continuidad entre los elementos de existir mas de una cara de
elemento (area) de un elemento tridimensional, de los valores nodales describir la
variacion de la variable () desconocida de forma idéntica en la cara elemento comun

a los elementos adyacentes.

A continuacion se presenta el codigo en Matlab para la construccion la matriz B para
un hexaedro de 8 nodos

function [B detJl] = calcular B(r,s,t,x,vy)
% Calculo de las derivadas de x e y respecto a los ejes coordenados

dxdr = (1/2)*(x(1)-x(4));

dxds = 0;

dxdt = 0;

dydr = 0

’
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dyds = (1/2)*(y(2)-y(1));
dydt = 0;
dzdr = 0;
dzds = 0;
dzdt = (1/2)*(z(5)-z(1));

% Calculo de las derivadas de las funciones de forma respecto a las

% coordenadas parametrizadas

dN1ldr (=1/8)*(1-s) *(1-t);
dNlds = (-1/8)*(1-r)*(1-t);
dNldt = (-1/8)* (1-r)*(1l-s);
dN2dr = (1/8)*(1l-s)*(1l-t);
dN2ds = (-1/8)* (1+r)*(1-t);
dN2dt = (-1/8)* (1+r)*(1l-s);
dN3dr = (1/8)* (1+s)*(1-t);
dN3ds = (1/8)* (l+r)*(1-t);
dN3dt = (-1/8)* (1+r)*(1+s);
dN4dr = (-1/8)* (1+s)*(1-t);
dN4ds = (1/8)* (1-r)*(1-t);
dN4dt = (-1/8)* (1l-r)*(1l+s);
dN5dr = (-1/8)*(1-s)*(1+t);
dN5ds = (-1/8)* (1l-r)*(1+t);
dN5dt = (1/8)* (1-r)*(1l-s);
dNédr = (1/8)*(1l-s)*(1+t);
dN6ds = (-1/8)* (1+r)*(1+t);
dNedt = (1/8)* (1l+r)*(1l-s);
dN7dr = (1/8)* (1+s)*(1+t);
dN7ds = (1/8)* (1l+r)*(1+t);
dN7dt = (1/8)* (1+r) *(1+s);
dN8dr = (=1/8)* (1+s)*(1+t);
dN8ds = (1/8)*(l-r)*(1l+t);
dN8dt (1/8)*(1-xr)* (1+s);
% Almacenamiento del jacobiano
Jl = [dxdr dydr dzdr;

dxds dyds dzds;...
dxdt dydt dzdt];

detJl

= det (J1);
% Almacenamiento de la matriz de derivadas respecto
parametrizadas

derN [dN1dr dN2dr dN3dr dN4dr dN5dr dNoedr dN7dr
dN1lds dN2ds dN3ds dN4ds dN5ds dNé6ds dN7ds
dN1ldt dN2dt dN3dt dN4dt dN5dt dNedt dN7dt

% Calculo de la matriz de
los ejes coordenados

o
°

a coordenadas

dN8dr;
dN8ds; . ..
dN8dt] ;

derivadas de las funciones de forma respecto a

dN = (inv (Jl) *derN)';

% Calculo de la matriz B

B = [dN(1,1) O O dN(2,1) O O dN(3,1) O O dN(4,1) O O dN(5,1) O O dN(6,1) O
0 dN(7,1) O O dN(8,1) O O; O dN(1,2) O O dN(2,2) 0O O dN(3,2) 0 O
dN(4,2) 0 0 dN(5,2) 0 O dN(6,2) 0O O dN(7,2) 0 dN(8,2) 0; 0 O
dN(1,3) 0 0 dN(2,3) O O dN(3,3) 0 O dN(4,2) 0 O dN(5,3) 0 0 dN(6,3) O
0 dN(7,3) 0 0 dN(8,3); dN(1,2) dN(1,1) O dN(2,2) dN(2,1) 0 dN(3,2)
dN(3,1) O dN(4,2) dN(4,1) 0 dN(5,2) dN(5,1) 0 dN(6,2) dN(6,1) 0 dN(7,2)
dN(7,1) O dN(8,2) dN(8,1) 0; dN(1,3) O dN(1,1) dN(2,3) 0 dN(2,1) dN(3,3)
0 dN(3,1) dN(4,3) 0 dN(4,1) dN(5,3) 0 dN(5,1) dN(6,3) 0 dN(6,1) dN(7,3)
0 dN(7,1) dN(8,3) 0dN(8,1); 0dN(1l,3) dN(1,2) 0dN(2,3) dN(2,2) 0 dN(3,3)
dN(3,2) 0 dN(4,3) dN(4,2) 0 dN(5,3) dN(5,2) 0 dN(6,3) dN(6,2) 0 dN(7,3)
dN(7,2) 0 dN(8,3) dN(8,2)];

end
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8. Integraciéon numérica

En este punto, la dificultad en la evaluacion de las integrales de funciones de forma
relacionadas con mas de unos pocos nodos que deberia ser obvio. Utilizando las
coordenadas de volumen, los elementos tetraédricos se pueden evaluar exactamente
usando la ecuacion. 6,10, sin embargo, la cantidad de algebra asociados con la
multiplicacion del producto interno se hace muy laboriosa y no rapida.
Las integrales de area que se producen en dos elementos triangulares son
dimensiones de la forma.

1pl-L2
=" s, L, L)L dL,
Cuando las funciones de interpolacion se expresan en términos de coordenadas de
area. Dado que el jacobiano esta en funcién de las coordenadas de area, una forma
explicita de la inversa del jacobiano es casi imposible. Si bien algunas integrales
pueden ser evaluadas usando la ecuacion 2.17, que es las dos dimensiones de la

forma de la ecuacién 7.14, la probabilidad de error es grande ya que el numero de
términos aumenta dramaticamente.

IOIIOHzJ,(LI,LZ,L3)|J|arL101L2 = ;—Z w,g[(L),.(L,),.(L,),]

Si el orden de la integracion (n) se determina mediante la suma de la potencia de las

coordenadas L, , L, y. L,

De manera similar, los elementos del tetraedro son evaluados como

I= J‘()1 -“()171‘1 J~017L2 f(LlaLz,L3vL4)|J|dleL2dL3

1 n
:gz wig[(L),, (L) (Ly),5(Ly),] (8.1)
i=1
La integracién numérica de los puntos nodales del tetraedros se muestran en la tabla4

es que queremos integrar el producto L,L,L, ,la suma de los exponenciales es 3, y
requiere una integracion de cuarto orden (n =4 puntos) .
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Tabla4: Puntos nodales para un tetraedro.

m L1 L2 L3 L4 Pesos Orden
1 1/4 1/4 1/4 1/4 1 2
1 0,5854 0,1382 0,1382 0,1382 1/4

2 0,1382 0,5854 0,1382 0,1382 1/4 3
3 0,1382 0,1382 0,5854 0,1382 1/4

4 0,1382 0,1382 0,1382 0,5854 1/4

1 1/4 1/4 1/4 1/4 -16/20

2 1/3 1/6 1/6 1/6 9/20

3 1/6 1/3 1/6 1/6 9/20 4
4 1/6 1/6 1/3 1/6 9/20

5 1/6 1/6 1/6 1/3 9/20

El procedimiento para la evaluacion de las integrales del elemento para hexaedros es
casi idéntico al procedimiento utilizado para dos cuadrilateros tridimensionales. La
matriz jacobiana se convierte ahora en una matriz de 3x3, a diferencia de de la anterior
que era de 2x2 para el cuadrilatero. La forma general de la integracién esta dada por

.[1 J: J: f(r,s,t)|J|drdsdt = i i Zn: ww w, f(1,8,,1, )|J(rl.,sj,tk )| (8.2)

i=l j=1 k=1

w,,w,, w, son los factores de peso asociada con los puntos de Gauss respectivos.

Obsérvese que la ecuacion. 8.2 se obtiene combinando una férmula tridimensional
establecida originalmente para el Unico elemento tridimensional. Los factores de
ponderacién y el punto de integracion de las coordenadas se muestran en la tabla5.

Tabla5: Factores de ponderacion y puntos de integracion.

Puntos de integracion 1(G)(K) ri(sj)(tk) wi(wj)(wk)
1 1 0 2
2 3 0,5774 1
2 -0,5774 1
1 0,0000 8/9
3 2 0,7746 5/9
3 -0,7746 5/9
1 0,8611 0,3479
4 2 -0,8611 0,3479
3 0,3400 0,6521
4 -0,3400 0,6521

A continuacién se presenta el cédigo en Matlab para la construccion de la integracion

numeérica de un hexaedro de 8 nodos.
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[sgrt (1/3); -sqrt(1l/3)];
%$%Calcular k de del elemento

material element elements (element, 4);
thickness element 1;

%pesos de gauss

k + B'*D{material element}*B*detJl*thickness element;

% Matrices B de cada elemento

k = zeros(24,24); %matris k de un elemento
for ri = 1:2
r = pg(ri);
for si = 1:2
s = pg(si);
for ti = 1:2
t = pg(ti);
%%Calcular B del elemento
[B detJl] = calcular B(r,s,t,x,y);
k =
B T{element} = B T{element} + B;
end
end
end

9. Ensamble de la matriz de rigidez (K)

Para construir la matriz de rigidez (K) es necesario construir la k de cada elemento ya

que al ensamblar cada una de estas matrices ob

La matriz £ para cada elemento esta dada por:

k = [ B/DB,dQ
Q

tenemos la matriz de rigidez global.

©.1)

Donde B es una matriz que depende de cada tipo de elemento ya que esta definida

por las derivadas parciales de las funciones d

e forma con respecto a x y y (las

funciones de forma cambian para cada tipo de elemento como se presento

anteriormente), la matriz B queda definida por:

_@ O _
ox .
B,=| 0 ONi (9.2)
Jy
| Oy Ox |

Y D es la matriz de constantes elasticas definida a partir del modulo de Young (E) vy

el coeficiente de Poisson (v).

Matriz D para elementos planos:

1 v
D = Ez vy 1
1—
0 0 0.5

0
0
1-v)

(9.3)
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Matriz D para elementos de volumen:

1 v d 0 0 0
1-v 1-v
v 1 v 0 0 0
1-v 1-v
o 1V 1" 1 0 0 0
:(7_‘}) -V -V 12 (9.4)
dA+v)1-2v)| 0 0 0 0 0
2(1-v)
0 0 0 0 1=2v
2(1-v)
0 0 0 0 1=2v
L 2(1—v)_

Para explicar el ensamblaje de cada k& por elemento utilizaremos el siguiente ejemplo
Ejemplo 5: A partir de la Fig.20 construir la matriz de rigidez global K

PR

1

4
P

Fig.20: Ejemplo 5 donde R indica una restriccion y P un peso

Para el primer elemento que tiene los nodos 1, 2 construimos la matriz &
multiplicamos por el vector de desplazamientos y obtenemos el vector de restricciones
como se presenta en le ecuacion (9.6).

k=== (9.5)

Fan Kz {”1} — {R} (9.6)
k1(2,1) k1(2,2) u, 0
Para el segundo elemento compuesto por los nodos 2 y 3 tenemos:

i, < A (9.7)
k2(l,1) k2(l,2) :| '{MZ} — |:O:| (9 8)
kz(z,l) k2(2,2) Us 0
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Para el tercer elemento compuesto por los nodos 3 y 4 tenemos:

_ k4
l;

b f]_[1] 0.0
k3(2,1) k3(2,2) 2 P
Después de tener cada una de las k& por cada elemento comenzamos a ensamblar la
matriz de rigidez global para esto construimos una matriz cuadrada del numero total de
desplazamientos, para este caso es una matriz de 4x4; la forma como se ensambla es

colocando la matriz £ de tal forma que al multiplicar por el vector de desplazamientos
obtengamos el mismo sistema de ecuaciones, como se muestra a continuacion

k, (9.9)

k1(1,1) k1(1,2) 00 u R

k1(2,1) k1<2,2) 0 0] ju, - 0 (9.11)
0 0 0 O |u, 0
0 0 0 O |u, P

Esto se realiza para cada una de las matrices &, teniendo en cuenta que si hay algo
en la posicién que le corresponde se suma a lo que habia, como se muestra en la
ecuacion (9.12)

Ky k.2 0 0 u R

kiany Koy + ko ka2 0 JHa | 0 (9.12)
0 k) kyaoy + ks Ksaoy | | us 0 .
0 0 k3 ks | [Us P

Otra forma de construir la matriz de rigidez global de manera mas simple para trabajar
con muchos elementos sera explicada a partir del ejemplo 6

Ejemplo 6: A partir de la Fig.21 construir la matriz de rigidez global K y encontrar la
solucion para KU = F , donde U es el vector de deformaciones y F es el vector de
fuerzas.

Lo primero que vamos a realizar es una tabla que esta compuesta por el nodo, la
posicion del nodo y las restricciones en x, y que este posee.
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Fig.21: Viga con 12 elementos triangulares

Tabla6: Presenta la posicién y las restricciones que tiene cada nodo.

# de nodos Posicion Restricciones
1 0 0 1 1
2 1 0 0 0
3 0 1 1 1
4 1 1 0 0
5 1 2 0 0
6 0 2 1 1
7 2 0 0 0
8 2 1 0 0
9 2 2 0 0
10 3 0 0 0
11 3 1 0 0
12 3 2 0 0

Después de esto se construye una tabla que nos permita saber que nodos pertenecen
a un mismo elemento, ademas de esto construimos una tabla que nos permita
identificar donde estan las fuerzas a las que es sometida la pieza.

Tabla7: Nodos por elemento.

Elemento nodo | nodo | noda k
1 1 2 3
2 2 4 3
3 3 4 5
4 3 5 6
5 2 7 8
6 2 8 4
7 4 8 5
8 8 g 5
g 7 10 8
10 10 " 8
" 8 " 12
12 8 12 g
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Tabla8: Fuerzas por elemento

#denodos Fuerzax Fuerzay
1 0 0
2 0 0
3 0 0
4 0 0
5 0 0
B 0 0
7 0 0
8 0 0
g9 0 0
10 0 0
11 0 0
12 0 10000

Para determinar la magnitud de la matriz de rigidez global es necesario construir una
tabla a partir de las restricciones que se mostraron en la Tabla6. Lo que se hace es
cambiar por los unos de las restricciones por ceros y los ceros de las restricciones
cambiarlos por el numero de ceros que tenga en la tabla de las restricciones hasta esa
posicion, como se muestra a continuacion:

Tabla9: Matriz ID

Restricciones Matriz ID

1 1 0 0
0 0 1 2
1 1 0 0
0 0 3 4
0 0 5 B
1 1 0 0
0 0 7 8
0 0 ] 10
0 0 11 12
0 0 13 14
0 0 15 16
0 0 17 18

El numero de ceros de la tabla de restricciones es 18 son los grados de libertad y por
esto la matriz de rigidez global es de 18x18.

Construimos ahora un vector LM que consiste en tomar la informacién perteneciente al
elemento de la matriz ID, si tomamos el primer elemento que tiene los nodos 1,2 y 3
entonces tomamos los valores de la tabla9 en las filas 1,2 y 3, entonces el vector LM
queda definido como:

IM=[0 01 2 0 0] (9.13)

Después de esto se multiplica cada casilla por el vector LM y las coordenadas de los
productos que den diferentes de cero son las coordenadas del valor de la matriz k del
elemento que tiene que ser ensamblado en las posiciones del vector LM en la matriz
de rigidez global, para el caso del primer elemento al multiplicar la casilla tres del
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vector LM por la casillatres LM da diferente de cero, lo que indica que el valor en la
posicién (3,3) de la matriz £ del elemento es el valor que corresponde a la posicién
(1,1) en la matriz de rigidez global.

= =

18x18

Fig.22: Ensamble de de la matriz global K

Cuando dos valores tienen que ocupar la misma posicién en la matriz de rigidez global
K , lo que se hace es sumar estos elementos.

A continuacion se presenta el codigo en Matlab para el ensamble de la matriz de la
matriz de rigidez global K (para un elemento hexaedro)
NOTA: para los otros elementos solo es necesario cambiar el nimero de nodos.

% Calculo de ID y de grados de libertad libres
function [ID n fdof] = calcular ID(constraints)
[n_elements n dof] = size(constraints);
ID = zeros(n_elements,n dof);
n fdof = 0;
for 1 = 1:n elements
for j = 1:n dof
if not(constraints(i,j))
n_fdof = n_fdof + 1;
ID(i,]j) = n_fdof;
end
end

%$%Ensamblaje de K

LM element = [ ID(nodel,:) ID(node2,:) ID(node3,:) ID(node4,:) ID(node5,:)
ID(node6,:) ID(node7,:) ID(node8,:)]1;

assemble K(k element,LM element);

$%Nested functions:
$Ensamblaje de K
function assemble K(k,LM)
%$Guarda en m el numero de columnas de la matriz k
m = length(k);
%Guarda el numero de elementos del vector K VAL (que es igual que K COL y
K_ROW) B B
LENGTH K = length (K VAL);
for i=1l:m
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for j=1l:m
if (LM(i)*LM(3))>0 % Si el nodo no esta restringido
CONTADOR = CONTADOR+1;
%Este bloque duplica la longitud de los vectores cuando
ya se han llenado los espacios que estaban predefinidos
if CONTADOR>LENGTH K
% Duplica la longitud del vector K ROW llenando lo
nuevo con Ceros
K _ROW (2*CONTADOR) = 0;
% Duplica la longitud del vector K COL llenando lo
nuevo con ceros
K _COL (2*CONTADOR) = 0O;
% Duplica la longitud del vector K VAL llenando lo
nuevo con Cceros
K_VAL (2*CONTADOR) = 0;
LENGTH_K = 2*CONTADOR;

End
%$Fila de la K global donde ira el valor k(i,J)
K_ROW (CONTADOR) = LM(i);
%Columna de la K global donde ira el valor k(i,Jj)
K_COL (CONTADOR) = LM(J);
% Valor en la K global
K_VAL(CONTADOR) = k(i,3);
end

end
end

%% Creacion de K dispersa y solucion del sistema K*U=F
K = sparse (K ROW(1:CONTADOR) ,K COL (1:CONTADOR),K VAL (1:CONTADOR

$%$Liberar Memoria
clear K ROW K COL K VAL CONTADOR

$%Resolver sistema

U K\applied forces; % esto es una function de matlab
R = K*U - applied forces;

F = R + applied forces;

Para encontrar los esfuerzos principales es necesario resolver la siguiente ecuacion:
[c]=[D]-[B]-[u] (9.14)

A continuacién se presenta el cédigo en Matlab para el encontrar los esfuerzos
principales

%% Calculo de esfuerzos principales

%$Desplazamientos por nodo
%$Se guarda el desplazamiento del nodo respectivo encontrado en U.
displacements by node = zeros(n nodes,n dims);
for node=1l:n_nodes
for dim=1:n dims
if ID(node,dim)
displacements by node (node,dim)=U(ID(node,dim)) ;
end
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S:
node

%%Te

s
for

zeros (6,n_nodes) ;
~count = zeros(n nodes,1);

nsiones por elemento

zeros (6,1);

element = 1:n elements

% Se toman los numeros de los nodos que estan presentes en el elemento
nodes = elementsTrian (element,1:Tr);

% Se toman los desplazamientos de los nodos del elemento

a = displacements by node (nodes, :)"';

% Se hace un vector vertical con los desplazamientos de los nodos
a=af(:);

s(1:3,1) = D{elementsTrian(element,end)} * B{element} * a;

$matriz combined stressed Los eigenvalores se devuelven de menor a mayor

sp = eig([[s(l) s(3)1;[s(3) s(2)11);
0.5%((s(1))"2+(s(3)) "2+ (s(3)-s(1))"2));
[[sp(2) sp(1)]'; vm ];

<
3
I

[0}
Q
s
jat
I~

$suavizado promedio de los esfuerzos por nodo

node count (nodes) = node count (nodes) + 1;
for nl =1 : Tr
S(:,nodes(nl)) = (S(:,nodes(nl))*(node count (nodes(nl))-1)

+ s)/node_count(nodes(nl));
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Metodologia

En la primera etapa del proyecto se construyo una funcién en GID que permite por
medio de ficheros almacenar la informacion de la maya generada por GID, en el primer
fichero se encontrara la cantidad de nodos que posee la maya, cuantos elementos son
triangulares, cuantos cuadrilateros, cuantos tetraedros y por ultimo el tipo de material;
en el segundo fichero se encontrara las restricciones y los momentos para cada nodo
en X, Yy, z; en los ficheros 3, 4 y 5 se presenta el numero de elemento, nimeros de
nodos de este elemento y los nodos i, j, k, I, m, n, 0, p, segun sea el caso; en el fichero
sexto se encuentra las coordenadas de los nodos; en el séptimo numero de materiales
y por ultimo en el fichero octavo se encuentra las fuerzas y los momentos en x, y ,z.

Después de esto se construyo una plataforma en Matlab que permite leer y almacenar
la informacion que se encuentra en cada uno de los ficheros.

Se procedié entonces a realizar la implementacion en Matlab de los siguientes
elementos

= Elemento triangular de 3 nodos
= Elemento triangular de 6 nodos
= Elemento cuadratico de 4 nodos
= Elemento cuadratico de 9 nodos
= Elemento tetraedro de 4 nodos
= Elemento hexaédrico de 8 nodos

A partir de esto se construyo una funcién en Matlab que permite ensamblar la matriz
de rigidez global de una manera mas eficiente (utilizando matrices dispersas), para asi

poder encontrar la solucion a nuestro problema (KU = F).

Trabajo futuro

Después de determinar numéricamente cuales son las tenciones y deformaciones a la
que la pieza es sometida se requiere realizar una interfaz entre Matlab y GID que
permita realizar la apreciacion de los resultados de forma visual.

Después que el software este refinado realizarle algunas pruebas y lograr con esto
optimizar el tiempo de computo y o la memoria requerida en su ejecucion.
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Conclusiones

= Se exploro los sistemas de almacenamiento de matrices dispersas optimizados
en Matlab.

= Se estudiaron varios algoritmos FEA y se programaron los elementos planos y
de volumen.

= Se implemento una funcion que lee la informacién y determina con esta que
tipo de elementos requiere utilizar.

= Se implementdé un software inicial que permite calcular problemas hasta de
75000 grados de libertad.

= Se probd que los resultados obtenidos coinciden con la solucion analitica de un
problema sencillo.

= Se debe mejorar el manejo de memoria del programa.

= Se logro unificar una estructura en el programa que permite realizar mejoras y
correcciones de una forma facil, para las personas que intervienen en el
proyecto.

= Se desarroll6é una aplicacion real y se resolvio con el software.
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